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¢... Le mathématicien est engagé dans la poursuite d'un
réve sans fin, mais la traduction de ce réve en formules précises
exige un effort extraordinaire. Chaque probléme résolu pose de
nouvelles questions de plus en plus nombreuses... Mais qui d’en~
tre nous ne se sumprend pas quelquefois a se poser la question
dangereuse: a quoi bon tout cet effort? On a dit que les Mathéma-
tiques sont «le bulldozer de la Physique». Bien que personne ne
puisse douter de l'efficacité des Mathématiques dans les appli=
cations pratiques, je ne crois pas qu'un mathématicien voie dans
cette efficacité la justification de ses efforts car le vrai but de

son réve perpétuel est de comprendre la structure de toute chose».
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INTRODUCTION

Charles EHRESMANN s'est intéressé a des domaines trés variés des
Mathématiques. Il a profondément influencé le développement de la Topolo-
gie Algébrique, de la Géométrie Différentielle et de la Théorie des Catégo-
ries. Ses travaux (de 1932 a 1979, plus de 2.500 pages) sont souvent pas-
sés dans le domaine commun, mais beaucoup ne sont plus accessibles ma-
tériellement. C'est pourquoi, depuis plusieurs années, nous avions I'inten-
tion, Charles et moi, de publier ses ceuvres complétes.

Pour ne pas faire seulement un travail de compilation, nous voulions
profiter de cette occasion pour mettre en évidence la genése des idées et
les motivations, pour améliorer certains résultats, pour relier les articles
entre eux et avec ceux d'autres auteurs, pour indiquer les développements
ultérieurs et, éventuellement, des voies non encore exploitées.

Césirant éure indépendants et n'engager que notre propre responsabi-
lité (Charles a toujours été trés individualiste ), nous comptions éditer ces
«Oeuvres complétes et commentées» sous forme de Suppléments & notre pé-
riodique « Cahiers de Topologie et Géomeirie Différentielle». C'est pour réa-
liser ce projet tel qu'il avait été congu que j'ai décidé, aprés le déces de
Charles, d'entreprendre seule (contrairement & 'usage) cette publication. Je
remercie tous ceux qui m'aident, par leur soutien moral ou leur souscription,

a mener 4 bien ce travail dans cet esprit, comme ['avait souhaité Charles.

PLAN GENERAL.

Il est trés difficile de classer les ceuvres de Charles. L'ordre chro-
nologique est loin d'étre satisfaisant (ainsi les travaux de Géométrie Diffé-
rentielle s'échelonnent de 1939 a4 1973 ); une division par matiéres laisse a
désirer, beaucoup d'articles contenant des parties trés différentes.

Le plan adopté (sans doute peu convaincant) tient compte & la fois
de la date de parution et du sujet. Il comporte quatre grandes parties:

1. Topologie et Géoméirie Différentielle.

I1. Structures locales et catégories ordonnées.
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1. Catégories intemes et Fibrations.
IV. Esquisses. Complétions. Enrichissements.
Chaque partie, divisée en deux volumes, contient:

- La liste des publications de Charles et une courte biographie de la pé-
riode correspondant en gros a la partie,

- Les travaux originaux, reproduits par procédé photographique (et je
remercie tous ceux qui m'ont accordé leurs droits de reproduction ) ou recom-
posés lorsque la présentation n'était pas assez nette ;

-Des commentaires fragmentés (en anglais) avec renvois aux textes,
suivis d'un Synopsis guidant dans la lecture des articles et commentaires;

- Une bibliographie relative aux commentaires et un index dans chaque

volume; parfois des documents annexes éclairant tel ou tel point.

SUR LA PARTIE LI,

Elle regroupe les premiers textes purement catégoriques. Moins con-
nus que les travaux plus anciens sur la Topologie et la Géométrie Différen-
tielle qui font aujourd'hui partie intégrante du folklore, ces articles sont
plus difficiles & trouver que les publications récentes dont des tirés a part
sont encore disponibles. C'est une des raisons qui m'ont poussée a les pu-
blier en premier. Par ailleurs, Charles m'ayant fait participer a4 son travail
a cette époque, il m'était facile de retracer la genése des idées et d'en ex-
pliquer les motivations.

Ces écrits, nettement en avance sur leur temps (ce qui, joint & des
notations peu orthodoxes, a sans doute un peu diminué leur audience) annon-
cent les développements ultérieurs de la Théorie des Catégories et surtout
la théorie des structures internes A une catégorie, dont la richesse s'est
révélée avec 1'étude des topos. Bien des passages restent d'actualité.

La partie III contient au total une trentaine d'articles publiés entre
1963 et 1972, sur: les catégories structurées et les catégories intemes; les
sous-structures et structures quotients et leurs généralisations; les fibra-
tions scindées et leurs applications en cohomologie non abélienne; les thé-

orémes d'extensions de foncteurs et de foncteurs internes.

Andrée CHARLES EHRESMANN
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D. TANRE, sur qui j'ai toujours pu compter.

-M. G. CHOQGUET, en qui j'ai sans cesse trouvé un appui compréhen-
. 8if et efficace.

-Les médecins de !'Hépital d'Amiens qui m'ont permis de ne jamais
quitter mon mari, et surtout le D' J.-F. de FREMONT qui m'a appris a le

soigner et m'a soutenue et stimulée dans bien des moments difficiles.

-Le D' F. de la SIMONE, et plus encore le D' J.-P. VANBREMEERSCH
qui, aptés s'étre occupés de mon mari avec dévouement, ont rendu possible
la réalisation de ce livre grdce & leur patient soutien moral, 34 leurs con-
seils judicieux, A leurs encouragements et & I'intérét constant qu'ils ont por-

PN

té A mon travail depuis des mois.

- Enfin, Micheéle GIRY qui, depuis le début de la maladie de Charles,

a eu pour nous les attentions d'une fille et qui m'a assistée de mille fagons.

A.C.E.,
Amiens, Avril 1980
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DE 1963 A 1970

C'est une des périodes de création et de publication les plus inten-
ses de Charles: plus de 1.400 pages en 7 ans, sans compter ses deux livres
Catégories et Structures (Dunod, 1965) et Algébre (C.D.U., 1968). Si ses
articles sont toujours denses et souvent abstraits, les démonstrations sont
complétes et les théories développées a fond, jusqu'aux résultats fins (2 la
différence des textes d'avant les années soixantes oli, comme le souligne
Haefliger dans la Gazette des Mathématiciens (n° 13, 1980, 27-35) seule
une esquisse est donnée ).

Ses travaux les plus récents, il les expose dans ses cours a 1'Uni-
versité de Paris (ou il est Professeur depuis 1955); jusqu'en 1967 il en-
seigne uniquement en troisiéme cycle ; ensuite, sous la pression de certains
collégues, il demande a faire le cours de Maitrise «Algébre et Géométrie»
(C3), ot d'ailleurs il utilise largement les catégories, et ou il éveille 1'in-
térét de plusieurs étudiants pour la recherche.

Ses éléves sont de plus en plus nombreux: il dirige une dizaine de
théses de Doctorat d'Etat (Nguyen Dinh Ngoc, Ver Eecke, Houdebine, Jou-
bert, de Barros, Bénabou, Kumpera, Ibisch, Stavroulakis, S. Legrand), plu-
sieurs théses d'Université ou de troisiéme cycle, et il initie de jeunes cher-
cheurs, tels Coppey et Foltz, puis A. et F. Burroni, Guitart, Lair.

1l accueille aussi réguliérement des étrangers dans son Séminaire
«Catégories, Topologie et Géoméirie Différensielles, a 'Institut Henri Poin-
caré; il est co-organisateur de deux rencontres internationales: le Colloque
du C.N.R.S. sur les structures feuilletées, Grenoble 1964, et les Journées

Mathématiques sur 1'algébre des catégories, Paris-Dijon 1967.

Il va lui-méme faire des séries de conférences ou assister & des col-
loques dans divers pays européens: Allemagne, Hollande, Hongrie, Italie,
Pologne, Roumanie, ... Par contre, alors qu'il avait passé une grande partie

des dix années précédentes en longs séjours a 1'étranger, notre seul grand
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voyage pendant cette période a pour but le centre des Etats-Unis, ol il est
«Visiting Professor» a l'Université de Kansas a Lawrence, de Février a
Aolt 1966. Nous en profitons pour parcourir les Ftats-Unis en autocar, de
Salt Lake City a New-York, et d'Omaha a Oklahoma, en traversant les si
belles Montagnes Rocheuses (Ouray, Durango, Denver,...) ol nous goitons

une de nos trés rares périodes de vacances.

Le dernier voyage a l'étranger de sa vie a lieu en Hollande, fin 1968
(ou, aprés ses conférences a Leyden, nous avons longuement admiré a La
Haye son tableau préféré, « Vue de Delft» de Vermeer). En effet, par la suite
Charles est attiré par une vie tranquille, & peu prés exclusivement consa-
crée au travail, dans notre appartement de la Place d'ltalie a Paris, puis
a Amiens; par ailleurs, les Cahiers de Topologic et (éoméirie Différenticlle
(devenus périodiques en 1967 et édités par Dunod de 1967 41971) absorbent
de plus en plus de notre temps. Aussi finit-il par refuser ( souvent aprés de
longues hésitations) toutes les invitations qu'il regoit pourtant avec beau-
coup de plaisir.

Parmi ses activités officielles pendant ces sept années:

- Président de la Société Mathématique de France en 1965, il est assez
contenr de bousculer la tradition en obtenant que la liste de candidats pré-
sentée par le Conseil pour son renouvellement annuel comporte moins de
noms que de postes a pourvoir afin de laisser plus d'initiative aux électeurs.

-Vice-Président du Comité National Francais des Mathématiciens, il
cherche des crédits pour la participation frangaise au Congrés Intemational
de Moscou et il commence les démarches pour que Nice soit choisie comme
lieu du Congrés International de 1970.

Fnfin I'Académie des Sciences de Paris lui déceme le Prix Petit
d'Omoy en 1965, et 1'Université de Bologna le nomme «Docteur Honoris

Causa» en 1967.
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ALGEBRE HOMOLOGIQUE, -~ Catégories doubles et catégories structurées.
Note (*) de M. Cusnres Enresuasy, présentée par M. Jean Leray.

Définition des catégories structurées; cas plus particulier des catégories doubles,
lesquelles admettent pour catégorie quotient une catégorie de quatuors.

1. CATEGORIES DOUBLES :

Définition. — Nous appellerons catégorie double une classe € munie de
deux lois de composition, notées . et &, vérifiant les conditions :

1. (G, .) est une catégorie, notée € ; les unités & droite et & gauche
de f€C" seront notées « (f) et 3 (f) respectivement, la classe des unités, C;:

2. (G, 1) est une catégorie, notée €L ; les unités de fE€CL seront
notées ol (f} et 3L (f), la classe des unités, Ci: ’

3. Les applications z et 3 (resp. =L et 3!) sont des foncteurs de C!
vers CL (resp. de & vers C');
4. Axiome de permutabilité : Si les composés k.h, g.f, kig et hif
sont définis, on a
Chohyrig fr==1ikrg). (L.

Soit € une classe munie de deux lois de composition . et 1 vérifiant
les axiomes 1 et 2; considérons les axiomes suivants :

3. C, (resp. Cl) est stable relativement & 1 (resp. & .);

4'. Si les composés k.h, g.f, k1g et hif sont définis, alors (k.h)1(g.f)
et (k1g).(h1f) sont définis et égaux.

5. Pour tout f€C, on a

a(od(f))=ak(x(f)0  B(BL(f))==B34(5(/)):
2BL(fN=8L(a(f)). al(B()=73(al (/).

ProrostirioN. — Pour que (C, ., 1) sott une catégorie double, il faut et
il suffit que les conditions 1, 2, 3', &', b soient vérifiées. Dans ce cas,
C, (resp. C,) est une sous-catégorie de C" (resp. C1).

Une sous-catégorie double d’une catégorie double € est une sous-classe ¢’
de € qui est une sous-catégorie de € et de G ; alors C’ est une catégorie
double pour les lois de compositions induites par . et L.

Définition. — Soit C une catégorie double; on appelle idéal & gaucke
(resp. & droite) de CL une sous-catégorie I+ de C! telle qu’on ait
C.IL =T! (resp. I1.C=1TI1), ou C.IL (resp. I1.€) est la classe des
composés f.g (resp. g.f), g€ I et f€C. On définit de méme un idéal de C°.



(2)

ProrosrtioN. — Soit C une catégorie double; un idéal 1+ & gauche de C*

est une espéce de structures (*) au-dessus de €' pour la lot de composition :

{f, 8) —~ f.g si, et seulement si, f.g est défini, o fE€C et g€IL. La caté-

gorie & (1Y) des hypermorphismes () correspondante est une catégorie double
pour les lots de composition :

(ffo2(fgey=(ff 8
si, et seulement si, g = f.g et
(fagha(figy=fafigrg

si, et seulement si, {1 f et g' L' g sont définis.

2. CATEGORIES DOUBLES DE QUATUORS. —— Solent &, et C; deux caté-
gories ayant méme classe d’unités A. Soit O (C., ) la classe des quadru-
plets : (g:, g0, [, f2), ot L E€C;, g €C;, L = 1, 2, tels que :

i fiy=m 2 (fa): %)== B0 i) Sifir= (g 3(g1)=H (g2
Sur O (Cy, €)), on définit les deux lois de composition :
Multiplication longitudinale :
(8 & 11 Ju )m(z‘?-’ g L) (8 8 & [ o)

si, et seulement si, f, = g.;
Multiplication latérale :

B & LSO G e S L) =8 g g0 o [ o

si, et seulement si, f, = g..

Prorosition. — [ (Ca, C,) est une catégorie double pour les multipli-
cations longitudinale et latérale. :

Supposons € = C; = C,; rappelons (') qu'un quatuor de C est un
élément (go, g1, f1, f2) € O (C, ) tel que gifs = gfs.

CororrLaire. — La classe [OC des quatuors de C est une sous-catégorie
double de I (C, C).
TatoriMe. — Soit C une catégorie double; alors €' admet pour catégorie

quotient (') la catégorie longitudinale []](C,, CL), otu C; (resp. CL) est munie
de sa structure de sous-catégorie de Ct (resp. C).

3. FONCTEURS VERS UNE CATEGORIE DOUBLE. — Solent I' une catégorie
et € une catégorie double; soit F (¢, T) la classe des foncteurs de T
vers C'.

ProrosrTioN. -— F (€, T) est une catégorie pour la loi de composition
(@, ®) > D 1D, on (D'1®) (f) = " (f) L P(f) si, et seulement si,
D' ()1 D (f) est défini pour tout fEC.



(3

Définition. — Soient € et €, deux catégories doubles; on appelle foncteur
double de € vers C; une application ® de C dans C, telle que ® soit un
foncteur de € vers €| et un foncteur de CL vers G!. La classe des fonc-
teurs doubles de € vers €, sera notée F (C,, C).

Prorvosrrion. - & (G,, C) est une sous-calégorie de F (C., C') e
de F (CL, CL); munie des deuz lois de composition induites, F (C,, C) est
une catégorte double.

Prorosition. — Sotent € et € deux catégories; la catégorie longitu-
dinale 9C(C’, C) des transformations naturelles (*) entre foncteurs de C vers €’
s'identifie a la catégorie & ([1C', @, en identifiant la transformation natu-
relle (%', =, 2) au foncteur & tel que

A=A ) BN (2 () e N
pour toul f€C.

Par suite, si (€, €4} est une catégorie double, un foncteur € d’une
catégorie I' vers C° peut étre considéré comme une transformation natu-
relle généralisée de al @ vers BL®. Nous verrons une autre généralisation
des transformations naturelles {catégoric double des quintettes) dans une
publication suivante.

4. CATEGORIES STRUCTUREES. Soit M, une classe de classes, conte-
nant avec X toutes ses parties, avec X et X' le produit XX X’'; soit M
la catégoric de toutes les applications de X vers Y, ot X €I, et YEJN,.
Soit {JN, p, K, ) une cétégorie d’homomorphismes ('}, $ conienant le
groupoide des éléments inversibles de X : soit K. la classe des unités de K':
on identifie h€ K avec (3% (), p (h), #* (R)).

A

Définition. - - On appelle catégorie structurée dans K un couple (€, s,
ot € est une structure de catégorie sur C€M,, s€ XK, et p (s) ==, véri-
fiant les conditions suivantes :

10 11 existe s, € K, tel que :

pls)=¢;. (s, fns S )E K. (59, %, Y EX et {5, B,5)€X,

ou i.; est 'injection canonique de €, vers €, « et 3, les applications source
et but dans €.

29 Il existe un produit s s dans K, tel que p (sXs) = € X €; si K est
la sous-classe de € X € formée des couples composables, il existe s’ €<,

tel que
p(sy=K el (s X s, ix, Y E XK.

30 x désignant l'application (g, f) — g.f de K dans €, la relation
(sXs, ix, ') €K entraine (s, x, sy € XK.

Ezxemple. -— Une catégorie structurée dans %, ot © est la catégorie des
topologies, est une catégorie topologique (*). '

19
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(i)
Tutorime. Pour que (€7, CL) soit une catégorie double, il faut et il
suffit que (€7, CLy soit une catégorie structurée dans la catégorie T des fonc-
teurs d'une calégorie vers une autre; dans ce cas, (€L, C'j est aussi une

catégorie structurée dans ¥ fla structure sur € est C4),

(*) Séunce du 98 janvier 1463,
(') Iispéces de struclures locales; élargissements de calégories, Séminaire Top. et Géo. Diff.

(ichresmanny, TH, Paris, 1461 ; Jahres, Deulsch. Math. Ver., 60, 1957, p. 49.
() Calégorie des foncteurs types. Rev. Un, Mal. Argenling, 20, 1960, p. 194.
(7) Calégories lopolvgiques el caléqories différentiables, Coll. Géo. Diff. Glo., Bruxelles,

CABRML, 195, poo137,

163.439. — Imp. GauTHIER-VILLARS & Cle, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Catégorie double des quintettes; appli-
cations covariantes. Note (*) de M. CnarLes Enresmany, présentée

par M. Jean Leray.

Etude de la catégorie double des quintettes dont la catégorie des transformations
naturelles entre foncteurs est une sous-catégorie. Applications covariantes entre
espéces de structures dominées par une catégorie.

Cette Note fait suite & la Note {') dont nous reprenons la terminologie
et les notations.

1. CATEGORIE DOUBLE DES QUINTETTES. — Solent € une catégorie
et € = (m e, C) la catégorie double des quatuors correspondante ; nous

désignerons par o et BU_’I (resp. par 2= et 3) les applications source et but

dans la catégorie longitudinale | [1¢ (resp. latérale = @). La classe des

unités de € sera notée C,.

Solent C et & deux catégories, F un foncteur de € vers ¢’. F détermine
un foncteur double de [JC vers OC’; ce foncteur double, que nous dési-
gnerons par (JF, associe & (g, g1, f1, f2) € OC le quatuor

(F(g:), F(g:), F (fl>7 F (fg))e Oc.
Soient &, une classe de catégories et & la catégorie des foncteurs F
de €= a(F) vers & = (3 (F), ou C€F, et ¢'€F,, munie de la loi de

composition :
(F', F) > F'F si, et seulement si, =z (F)=3 (F),

F’F étant le foncteur composé :
F'F(fy=F (F(f)) pourtout fec;
nous identifierons la classe des unités de &F avec &F,. Soit IU la classe de
tous les foncteurs W tels que
a (e, e B(W)=[Hc, ou C'€F,;

cette classe s’identifie a la classe des transformations naturelles entre
foncteurs appartenant 3 & (*).

Soit (%, q, ¥, 8) une catégorie d’homomorphismes (?).

DErinition. — On appelle quintette de (%, ¢, #, 8) un quintuplet (F/, &/,

W, @, F) tel que
(FI, (I)’, P, F)GD(QC, %), ‘l’"e.‘ﬂ,

am‘lf:q((l)’F) et ﬁm‘{f:q(F’(I)).

La classe des quintettes de (%, q, &, S) sera notée Q (&, ¢, X, 8), ou
seulement Q (&).



29

C2)
Nous poserons :
Q(F, 1dg, F, F)=Q(F) et Q(F ¢.5,35)=0Q(3).

TutoriME. — Q () est une catégorie double pour les multiplications
longitudinale et latérale suivanies :
(K @, 1, 0, F(F, @ W0, F)=(F,. ¢, 97, 0,0, T').

W= (@) [T|(Og (@ NWT

st, el seulement si, F/ = F;
R, By B s (FL @ W, @, F) = (F, K. @), U7, @, F,F).

=g (B W ¢ (F)

si, el seulement si, ¥ = @,.

# s'identifie 4 la classe des unités de la catégorie longitudinale Q" (&)
Tresp. latérale Q= (&)].

ProrosiTion. L’application 4 qui associe au quiniette (F', ®' W O F)
le quintette {(q (F'), q (), U, q (D), q (F)) est un foncteur double de Q ()
vers Q (F). De plus, (Q(F), q, Q' (&), Q(8)) est une catégorte d’homomor-
phismes ainsi que (Q~ (F), q, Q~ (&), Q< (8)).

2. Sous-caTEGoRIES ET IDEAUX DE Q (H), — Soit I (&) la sous-classe
K, xQ (HK)xHK, de Q (¥) {formée des quintettes T tels que

2 (TY=o (FYe#, el S (TY==5(F)e#..

. . . . o Type . O e
It s’1dentifie & I (F) enidentifiant W€ I, avec (\‘Bgll‘ , G W, e, ocu, P ), ou
C==a (W) et 3(Wy=k]¢".

Soient He&,, I, (K) la sous-classe HX Q (H)xH de Q (&) formée
des T tels que &~ (T) = B<(T) = H, et I, (&) .H la sous-classe de 9T, (&)
formée des T tels que o (T) = H.

Prorosition. -— I (K) est une sous-catégorie double de Q (K); I, (K) est
une sous-catégorie double de I (K) admettant H comme seul objet pour la
multiplication latérale, 90, (K).H est un idéal & gauche de I (&K).

En particulier, soit C€&,; alors la catégorie double 9T, (F) s’identifie
4 la classe des transformations naturelles entre foncteurs de C vers C,
munie des multiplications longitudinale et latérale considérées dans (*).

Prorosition. — L’idéal I, (F).C s'identifie & la catégorie &, (C) des
foncteurs naturalisés de C; la catégorie des hypermorphismes correspondante (*)
s'tdentifie & la catégorie des transformations naturelles entre foncteurs natu-
ralisés (*).

Soit #,x Q (¥) la sous-classe de Q (&) formée des quintettes T tels
que B*(T)€H,; soit HXQ () la sous-classe de Q (#) formée des T
tels que < (T) = H.



(3)

Prorosition. — K, XQ (&) et HxQ (&) sont des idéaux & droite
de Q° (&).
3. EsPlcES DE STRUCTURES DOMINEES PAR UNE CATEGORIE. — Soient I,

une classe de classes et M une sous-catégorie, admettant M, pour classe
d’objets, de la catégorie des applications de E dans E’/; o E€IN,
et £ €IN,. Supposons M € F,. A un foncteur F de C€F, vers M corres-
pond canoniquement 'espéce de structures sur C dont les éléments sont
les couples (e, z), ou e€C, et z€F (), 'opération de € sur la classe de
ces couples étant définie par :

(fo (&, 20— (B F(f) (2) si, et seulement si, e—a (f), fec.

Soit 8 (M, &F) la classe des espéces de structures ains1 définies.

Proposition. — La catégorie MM X Q (F) s’identifie & une sous-catégorie
de la catégorie des applications covarianies (*) entre espéces de structures
appartenant ¢ 8 (N, &F), en identifiant (F/, M, W, & F} 4 lapplication
covariante (®, o) telle que

ag(e,:):(dl(c),15‘17(:)) pour tout e€ux (F), et z€F (e).

DirINITION. - Solent C€&F,, K €&F,, p un foncteur de K vers M et F
un foncteur d’une sous-catégorie de C vers ; on dira que (G, F) est une
espéce de structures dominée par (K, p) si on a :

(S) Supposons e€« (F),, e’ €a (F), et es£¢’; alors

PE)npF ()=,

Dans ce cas, (€, pF) est une espéce de structures au-dessus de C.

Nous supposons désormais que &, contient, avec C, les sous-caté-
gories de C.

Derinition. -— On appelle application covariante de Pespéce de struc-

tures (C, F) dominée par (K, p) vers 'espece de structures (&', F’') dominée
par (', p’) un couple (®, T), ont

et ® est un foncteur de C vers €’ dont la restriction a o (F) est ®.
Cette définition entraine que 'application

PE(S)y—=p' ¥ F(f),

ou fe€« (F), est un foncteur ®” de la sous-catégorie pF («(F)) de I [image
de la catégorie « (F) par Papplication pF] vers la catégorie p'F’ (« (F'))
et que

T=(p'F, &, Op ¥, & pF)eQ(F).

Prorosirion. — La classe des applications covariantes entre espéces de
structures dominées est une catégorie pour la lot de composition :

(@, 1,), (@, T))~(®,®, T,.T)

19
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(4)
si, et seulement s,
a(®,)=8(®) e o (T)=B(T);

elle admet pour sous-catégorie la classe des applications covariantes entre
espéces de structures dominées par (K, p) telles que B~ (T) = XK.

S1 JC est une catégorie de foncteurs et si, pour tout k€ XK, p (k) est le
foncteur k considéré comme simple application, une espéce de struc-
tures (C, F) dominée par (K, p) est une espéce de morphismes. Soit I' la
catégorie des hypermorphismes correspondant & D'espéce de structures
définie par F et soit = le foncteur projection : (f, h) = f de T vers C,
ol f€C et h€F (¢), e = a (f). Soit al I la sous-catégorie de I' formée des
couples (f, z), ou € (F (e))o. Soit I, la classe des unités (e, h) de I' munie
de la loi de composition :

(e, Iy, (e, h))—>(e, A" Lh)
si, et seulement si, e = ¢’ et si h et b’ admettent h'1h pour composé dans
la catégorie F (e).
On identifiera (e, h) €', avec k.

Proposition. — I' s’identifie 4 la sous-catégorie double de O (T';, 2L 1)
formée des quadruplets (R, g, g, h) tels que

T(g)=m(g") et K=F(m(g)) (h).
(f, h) €T s’identifie &
(F () (B), (f, BE(R)), (S ad (R)), ).
(*) Séance du 11 février 1963.
(') Comples rendus, 256, 1963, p. 1198.

(2) Séminaire de Topologie et Géoméirie différentielle (Ehresmann), III, Paris, 1961.
(*) Rev. Un. Mat. Argentina, 20, 1960, p. 194.

163.442. — Imp. GAUTHIER-VILLARS & Cle, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6e).
Imprimé en France.
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ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Structures quotient et catégories quotient.
Note (*) de M. Cuaries Euresuasy, présentée par M. Paul Montel.

Suite 4 une série de Notes antérieures (!). On définit la notion de structure
quotient dans une catégorie d’homomorphismes et on l'applique en particulier
au cas des catégories quotient.

1. (XK', p)-ixsecTions ET (K, p)-sursecTions. — Solent K et JH deux
catégories, (K, p, ) un foncteur (covariant) de ¢ vers K. Nous dési-
gnerons par K* la catégorie duale de J, par p* le foncteur (K™, p, JC*).
Soit K’ une sous-catégorie de K.

Derinttion. — On dira que j€ X est une (K', p)-injection (*) si les
conditions suivantes sont vérifiées :

1° On a p(j)eK'.

29 Pour tout g€ tel que

S =30) et pE)=p).&.
on g'e€X, il existe un et un seul g’ €I tel que

g=/-g et  p(g)=g.

On dira que j*€JC est une (K’', p)-surjection si j* est une (K'*, p*)-
injection.

Prorosition. — La classe K (K', p) des (K', p)-surjections est une
sous-catégorie de & contenant tout élément inversible j de X tel que p (j) € K.
TutorEME. — Sotent j* et j'* deux (XK', p)-surjections telles que

Y

a(j*) =« (") = 8. Sl existe f'€XK’, avec
S py=py.

1%

alors il existe un et un seul j"* € K (K, p) tel que

pymY=r et S =g

Si ' est inverstble, j"* est ausst inversible.

Soit (M, ¢, &) un foncteur et K’ une sous-catégorie de I,
ProrositioNn (Transitivité des surjections). — Soit J€£ tel que
g (e (XK', p)ni’'. On a
Je s (X, pg) si, et seulement si, J& £5(3¢, q).

2. SOUS-STRUCTURES ET STRUCTURES QUOTIENT. — Soit (K, p, &, 3.)
une catégorie d’homomorphismes (*), ot #. est le groupoide des éléments
inversibles de J¢. Soit K’ une sous-catégorie de K.

Les conditions

Jews (X, p).  jreds (K, p),
a(jy=e(yn) et pQy)=py"
entrainent : j* = ;*



29

39

(2)

DériniTion. — Si les éléments de K’ sont des épimorphismes, nous
dirons que S* est une structure quotient de S relativement a (X', p) s’1l existe
une (K’, p)-surjection j* telle que « (j*) = S et 3 (j*) = S*. Par dualité,
on définit la notion de sous-structure (*).

Soit N, une classe de classes contenant avec une classe toutes ses
sous-classes, avec deux classes leur produit. Soit I la catégorie de toutes
les applications (M’, f, M), o Me&IW, et M €M,. Soit M’ la sous-
catégorie de MM formée de toutes les surjections. Soit M’ la sous-catégorie
de JU formée des injections canoniques (M’, 7, M) de McM’ dans M"
Seit (M, p, K, #H.) une catégorie d’homomorphismes. Si S* est une
structure quotient (resp. une sous-structure) de S relativement a (1, p)
[resp. a (O, p)], nous dirons seulement que S* est une structure quotient
(resp. une sous-structure) de S.

Exemples. — 10 Soit (M, 0, G, B) la catégorie d’homomorphismes telle
que & soit la catégorie des applications continues entre topologies sur des
classes de ION. Une structure quotient de S est un espace topologique
quotient de S.

20 Soit JC une catégorie et ¢, une sous-catégorie pleine de . Soit K,
la sous-catégorie de J engendrée par 31 (#,). Soit Z le foncteur constant
de JC, sur la catégorie réduite & une seule unité a. Une (a, Z)-surjection j
sera appelée d¢,-projection. Pour que j € JC soit une JC,-projection, il faut
et il suffit que 3 (j)€ I, et que, pour tout g€ I tel que «(g) = = (J)
et 3 (g)€ i, il existe un et un seul g'€dIC, tel que g'.j = g.

30 Soit & la catégorie des foncteurs (€, @, €), ou C€M, et C€IM,;
soit (M, pg, F, F.) la catégorie d’homomorphismes correspondante (').
Une sous-structure de € est une sous-catégorie de €'; une structure
quotient de €' sera appelée catégorie quotient de C'. Pour que & soit une
catégorie quotient de €', il faut et il suffit qu’il existe un fonecteur (E&,w ¢e)
tel que : 19 W (€)= C; 20 si (8, d, ) est un foncteur et si l'on a
® = bW, alors (&, d, C~> est un foncteur.

Si, de plus, € est la classe Cfs quotient de € par la relation d’équi-
valence ¢ correspondante :

f~f  si, etseulemeut si, W(f)y=W(f"),
on dira que C est la catégorie quotient de €' par 3. Toute catégorie quotient
de € est équivalente & une catégorie quotient de C’ par une relation
d’équivalence.
40 Soit U le foncteur de & vers ONL défini par

(e, @, e)=(C, @, c,),

oit @, est la restriction de @ a la classe @, des unités de €. (C', W, C') est
une (01, U)-injection si, et seulement si, Papplication f — (3(f), ¥'(f), « (f)),
olt fE€C, est une équivalence de € sur la catégorie induite (*) W;(C).

10
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3. ETUDE DES CATEGORIES QUOTIENT. — Soit G, la classe dont un
élément G est une classe GE€ M, munie d’une loi de composition partiel-
lement définie et vérifiant la condition :

(e) Tout f€G admet une et une seule unité a droite « (f) [resp. a

gauche 3 (f)]. Si g.f est défini, on a
L) =60 alg )=o) et Ble.S)=E(g).

La classe des unités de G’ sera notée G,. On associera & G’ le graphe
orienté [G’] dont les fleches sont les éléments f de G différents d’une unité,
les sommets de f étant « (f) et 3 (f).

Derinrrion. — Un élément G’ de ¢, sera appelé graphe multiplicatif.

Soit ¢ la catégorie des triplets (G}, v, G), ou G'e€¢., G, €4,
(G, ¥, G) e, tels que :

10 v(g.fi=~I(g).v{f) st g.f est défini;

20 v (G)) C(Gy),.

Soit p, 'application

G,y G) > (Gr o G)
de ¢ dans I, et ¢. le groupoide des éléments inversibles de ¢.
(M ,pg, G, G,) est une catégorie d’homomorphismes et ¥ est une sous-
catégorie pleine de .

La construction d’une catégorie a 1'aide de générateurs et de rela-
tions (‘) permet d’énoncer :

Prorosition. — Pour tout G'€4,, il existe une F-projection cano-
nique (G, 3, G)€G, our G est une catégorie quotient de la catégorie libre des
chemins (*) de [G'].

Soit € une catégorie; soit ; une relation d’équivalence sur G, compa-

y

tible avec la loi de composition, c’est-a-dire telle que les conditions :

g.fet g ffsont définis, f~f et grg
entrainent : g.f~ g'.f". Soit CJ¢ la classe des classes d’équivalence
f = fmodulo 3, ou f€C. Soit (C[¢) la classe €/p munie de la loi de compo-
sition, appelée lot de composition quotient, définie par

(7, 7) - (g'.f") modulos

et seulement si, il existe g’ €F et f'€f tels que g'.f’ soit défini.
Supposons, de plus, que ¢ vérifie la condition :
(u) S1 f~~f', on a

«(fy~alf) et BH~BU-

s1,

Prorosition. — On a (Clt) €Gy; les unités 4 drotte et a gauche de f

sont respectivement «(f) et ;3\(75

Soit (G, ¥, (€/¢)) la F-projection canonique associée a (/).
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CoroLLAIRE. — Si ¥ est une surjection, G est une catégorie quotient de C'.
TutorimMeE. — Soient € une catégorie et 3 une relation d'équivalence

sur C. Pour qu’il existe une catégorie quotient € de C par ¢, il faut et il

suffit que ¢ soit compatible avec la lot de composition et vérifie la condition (u),
et que ¥ soit une bijection. Dans ce cas, € est équivalente ¢ G

Soit € une catégorie et C une catégorie quotient de C'; soit ¢ la relation
d’équivalence sur € correspondante. En général, (C/c)” n’est pas une
catégorie. Si (Cfg) est une catégorie, cest-a-dire si (G, 7, (C/s)) €4,

o

nous dirons que € est une catégorie quotient de C" au sens strict (*).

Prorosition. — Sotent € une catégorie et : une relation d'équivalence
sur € compatible avec la lot de composition. Pour que (C/o) soit une caié-
gorte quotient de C" au sens strict, il faut et tl suffit que les conditions suivantes
soient vérifiées :

10 (@) est une catégorte;

20 Pour tout e€C,, la classe @ = e modulo ; est une unité de (Cf¢).

Proposition. — Soit €' un groupoide; soit p une relation d’équicalence
sur € compatible avec la lot de composition. Pour que (C[¢) soit un groupoide
quotient de € aw sens strict, il faut et 1l suffit que (Cf¢)" soit une catégorie.

Les notions étudiées dans cette Note seront utilisées dans la théorie des
catégories structurées (') et des ordres quotient.

(*) Séance du 5 juin 1963,

(") Comptes rendus, 256, 1963, p. 1198, 1891, 2080 et 2280. Ces Notes sont développées
dans Catégories structurées (act. polycopié; a Vimpression dans Ann. Ec. Norm. sup.).

(*) Nous considérons ici le cas des (K’, p)-surjections, la théorie des (K’, p)-injections
étant étudiée dans Sous-struclures ef calégories ordonnées (act. polycopié; & impression
dans Fund. Math.).

(*) Séminaire de Topologie el Géoméirie différentielle (Ehresmann), III, Paris, 19671.

() Rev. Un. Mat. Argentina, 20, 1960, p. 194; Maria Hassg, Math. Nachrichien, 22,
Heft 5-6, Berlin, 196o0.

(*) Cette notion précise la notion considérée dans (*), p. 26, sous le nom de catégorie
quotient.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢,)

164253. — Imp. GauTHIER-ViLLars & Cie, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 261, p. 1577-1580 (18 aoit 1965). Groupe 1.

/82/

ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Quasi-surjections el siructures quasi-quotient.
Note (*) de M. CHarces Enresmany, présentée par M. Paul Montel.

Notion de quasi-surjection associée a un foncteur p, généralisant la notion de
p-surjection. Cas particulier des structures quasi-quotient et théoréme d’existence
de structures quasi-quotient. Application a l'étude des catégories p-structurdes
quasi-quotient et au probléme universel du plongement d’un graphe multiplicatif
p-structuré dans une catégorie p-structurée.

Les notations sont celles de (') (index terminologique et index des
notations). Le signe r— se lit « sous-structure ».

1. Quasi-sursecrrons. — Soient p = (K’, p, H) un foncteur et K’

une sous-classe de K telle que p(H)CK'. Soit O (K, p) la classe des
quadruplets (k, f', f, h) tels que

hed et (S, fipU))yeo (K K, K).

Soit [} (K’, p) la catégorie obtenue en munissant [ (K’, p) de la loi de
composition

((l"lvflmflv /11)7 (/‘Amf/ﬂ./v IL))‘_> (Ani-/'v,fln.ﬁ /l!'/L)

si, et seulement si, fi=f" et (h, ) EH'x H. En identifiant h€ H avec
(p(h), pB(h), po(h), h), on identifie H' 4 une sous-catégorie pleine de
H (K’, p), et nous posons M =] (K’, p).

Derinrrion. — On dira que jEH est une (K', p)-quasi-surjection s’il
existe un (H, M)-projecteur (k, ¢, f, j). Une (K, p)-quasi-surjection est
appelée une p-quasi-surjection.

Tritorime. — Pour que j€H soit une (K', p)-surjection, il faut et il
suffit que (e, e, p (7), J), ot e=pB((})), soit un (H, M')-projecteur.
Cororratre 1. — Soit j€H tel que p(j) soit un épimorphisme de K

Pour que j soit une (K, p)-surjection, il faut et il suffit que j soit une (K’, p)-
quasi-surjection.

Cororraire 2. — Soit (k, ¢, f, J) un (H, M)-projecteur. Pour qu’il existe
une p-surjection j' telle que a(j) =a(j) et p(j') =1, il faut (resp. faut et
il suffit si py est un foncteur d’hypermorphismes saturé) que k soit inversible
dans K'; dans ce cas, B(j') est isomorphe & B(j) dans H'.

2. STRUCTURES QUASI-QUOTIENT. — So0it p:(JW., |2 H') un foncteur,
ol JN est une catégorie pleine d’applications. Si r est une relation d’équi-
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(=)
valence sur C, nous désignons par 7 la surjection canonique de C sur C/r.
Soit J17 la classe de ces surjections canoniques. Posons M'= [~ (01l7, p).

Prorostrion. — St (k, e, 7, j) est un (H, M')-projecteur et si j est une
p-surjection, alors p(j) est une surjection.

Soient H” une sous-catégorie pleine de H et s une unité de H'. Soit r
une relation sur p(s) et soit r’ la relation d’équivalence engendrée par r.

DiFiniTion. — On dira que s admet s pour (H', p)-struclure quasi-
quotient par r s’1l existe un (H', M')-projecteur (k, e, 7', j) tel que s==u(y)
et s'={(j); dans ce cas, la relation d’équivalence r; associée & p(j) est
appelée relation d’équivalence p-compatible engendrée par r sur s. Si, de
plus, p{j)=7r,, on dit que s est une (H', p)-siructure quoiient faible
de s par r. ’

xemple. - - Pour que s” soit une (H’, H)-projection de 5,1l faut et 1l suflit
que s’ soit une (H', p)-structure quasi-quotient de s par la relation identique.

Prorosirion. - St s" est une (H, p)-structure quotient faible de s par r,
alors s” est une p-structure quotient de s par la relation d’équivalence p-compa-
tible engendrée par r sur s.

Exzemple. - S1 C€F, et si r est une relation sur C, alors €' admet
pour (F, p.)y-structure quasi-quotient par r la catégoric N(C'/r), qui est
la (F, 9U)-projection du graphe multiplicatif C'/r quotient de C par la
relation d’équivalence r bicompatible sur C engendrée par r.

3. EXISTENCE DE STRUCTURES QUASI-QUOTIENT. — Soit I une caté-
goric pleine. d’applications et soit P = (JT”L,E, ) un foncteur. On dira
que P oest r-étalant si; pour tout s€ IA{:, et pour toule sous-classe non
vide M de P(s), 1l existe une P-sous-structure s” de s telle que P(s") = M.

Soit X' une sous-catégorie de la catégoric P7; des P-monomorphismes

et soit H une sous-catégorie pleine de H'.

DiFintrion. — Soit s€ H, et soit MCP (s). Soit X (s, M) la classe
des je€s: X . H, tels que MCp(j)(A), ou A=p(a(j)). On dira que s est
une (X, H)-sous-structure de s engendrée par M s’il existe un élément

I’:I'-minimal}' de X(s, M) tel que a(}) =ys'.

Soit I une sous-catégorie pleine de JiL et soit I la saturante de I
‘dans ONt. On dira que P est —-engendrant pour (MM, X, H) si, pour
tout s€ X, et pour toute sous-classe M%< ¢ de P(s) telle que M &I,
il existe une (X, H)-sous-structure s’ de s engendrée par M. Si P est
—-engendrant pour (Dﬂ, P7, 1)1(317.)), on dit qu’il est r-engendrant pour N,

Supposons que JR, et Jit, soient des univers et que M, e,
Désignons par & l'application fllo-produit canonique dans hitH
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TutoriME. — Supposons vérifiées les conditions : P est %-compatible,
X' est stable par produits dans T et H' admet un objet final a tel que
a€HCP(M)€M;on a p7CX, ot p= (M, pv, H'), et p est résolvant &

-1
drotte. Alors pour tout s€ P (M), et pour toute relation r sur P(s), il existe
une (H, P)-structure quasi-quotient de s par r, si P est r—-engendrant
pour (O, X, H).
CoroLrarre. — Soit P un foncteur d’ homomorphismes saturé 5-compatible

-1
et —-étalant, et soit H=P(OM). Si s€H, et st r est une relation sur P (s),
il existe une (H, P)-structure quotient faible de s par r.

4, CATEGORIES STRUCTUREES QUASI-QUOTIENT. — Solent P = (flt, P, ﬁ)
un foncteur d’homomorphismes saturé, résolvant a droite et &-compatible.
o~ - . - ey -~
Supposons M, €M, et soit p la restriction de P a I', ou H=P (M)
Nous supposons que 11" admet un objet final @ tel que a€ H et P(a) = {a .
Soit K'(p). la classe des couples (C, s) tels que
Cea,, selly, p(s)=C

3

et que ([C], s) soit un graphe p-structuré (*). Soit K’'(p) la catégorie dont
les éléments sont les triplets (€, b, C) tels que

Lell, e= (Cy a(h))eX (p) e':((’j',:’i(/r))ei}\",'([))\,.

. , . Ty o e ey
et que p(h) définisse un néofoncteur de C vers €. Soit & (p) la sous-
catégorie pleine de ¢’ (p) ayant pour unités les catégories H'-structurées (*).
Sotent p,. et p, les foncteurs projections canoniques de K'(p) et F(p)
vers JIL. On définit de méme JHK'(P), &' (P), AP,\ et APg.

Deérinition. — Soit X, la classe des P_-monomorphismes j = «,j, )
tels que j soit un P-monomorphisme. On dit que P est (M, &)-résolvant
s f’g est —-engendrant pour (I, X_, F(p)).

TrtorimE. — Soit P un foncteur (W, F)-résolvant. St e€K'(p), et
st r est une relation sur p,.(e), il existe une (F(p), p,o)-structure quast-

quotient de ¢ par r. En particulier, X' (p) est une catégorie & & (p)-projections.

CoroLLAIRE. — Si P est —-étalant, si e€ K'(p), et st r est une relation
sur p..(e), il existe une (F(p), P, )-siructure quasi-quotient de e par r.

5. APPLICATIONS.

TatoriEmE. — Soite = (C, s) €K' (p)o. St P estr—-étalant, la (F (p), K'(p))-
projection de e est de la forme (L[CT/[r, §), ot L[CT est la catégorie libre des
chemins du graphe [C7] sous-jacent & C et ot r est une relation d équivalence
dont la restriction & C, est Uidentité. :
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TuktoriEME. — Supposons que P soit r—-engendrant pour I et vérifie
la condition (D) :
St s€ H| et si, pour tout entier i, on a

S-S et P(s) CP (s:44) €I,

il existe Srs tel que P(3)= UP(si).
Alors P est (M, F)-résolvant.

Le foneteur p, (resp. po) projection de la catégorie B des applications
continues (resp. Q des applications ordonnées) vers L est r—-étalant.
Le foncteur p” restriction de pp a la cétégorie des applications sous-
inductives entre classes sous-préinductives (), p,,. et p, sont des restrictions
de foncteurs —-engendrants pour I et vérifient la condition (D). Par suite :

TutortME. — Soit p= p,, po, p", Ps 0U Puy.- St e={C, s) €I (p),
et si r est une relation sur C, il existe une (K'(p), p,)-structure quasi-quotient
de e par r. Soit U (p) la catégorie des morphismes entre graphes multi-

plicatifs p-structurés (*); J'(p) et I (p) sont des catégories & F(p)-pro-
jections (*).

Cowrorratre 1. — Soit (C', T, T') un graphe multiplicatif topologique;

la (F(pg), I (pys))-projection de (C, T, 'T") est de la forme (N(C), T):
ot N(C) est la (F, IU)-projection de C.

CoroLraIRE 2. — Sojt IU la catégorie des néofoncieurs doubles et F la
sous-catégorie pleine de U formée des foncteurs doubles. Alors U est une
catégorie & F-projections.

*

(*) Séance du 2 aofit 1965,
(') Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965.
(3) Comm. Math. Helv., 17, 38, 1964, p. 219-283.

(*) Le cas ol p = po généralise un théoréme de S. Legrand (Comples rendus, 260,
1965, p. 3255).

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

169985. — Imp. GAUTHIER-VILLARs & Cie, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 261, p. 1932-1935 (30 aoat 1965). Groupe 1.

/83/
ALGEBRE HOMOLOGIQUE., — Quast-catégories structurées.
Note (*} de M. Cuaries Enneswasy] présentée par M. Louis de Broglie.

Notion de quasi-catégorie p-structurée, généralisant celle de catégorie p-struc-
turée; plongement « universel » d’un graphe dans une quasi-catégorie libre; la
détermination des catégories p-structurées quasi-quotient d’un graphe multiplicatif
structur¢ est ramenée a celle de structures quasi-quotient d’une quasi-catégorie
structurée libre.

Cette Note fait suite a (). Les notations sont celles de (*) et (*). Nous
désignons par N et M deux catégories pleines d’applications telles que M,
et M, soient des univers et que MM, €N, Soit N I'ensemble des entiers 21,

1. Quasi-caTiEGORLES.

DiriNtriox. — On appelle quasi-catégorie un triplet (C') 3, %) vérifiant
les conditions :

19 €' est une classe multiplicative et (C, %, 2) un graphe orienté (*);

29 La classe C% (7 des couples composables de € est la classe produit
fibré¢ 2 \/ 3;

50 Si (g, /)€CHC, on a Bg.f)=5(g) et 2lg.f)==(f);

4° St (g HEeCK(C et (b, g)€Cx (], alors (h.g).f=1h.(g.[).
Ezemple. — Soit [C] = (C, 3, %) un graphe orienté. Soit i.[(,] la classe
de tous les chemins de [C], dont les ¢léments sont les x = (f,, ..., f1)€C"
tels que
a(fo) =500 sio 1 i<uw

(bn identific C & une sous-classe de L[C] ). Soient 2’ ¢t 3’ les applications
z-~%(fi) et z ~3(f.) respectivement de f[C] sur la classe [C], des
sommets de [C]. Soit L[C] la classe multiplicative dont la loi de compo-
sition est

((f;uv "'v‘/‘:)w (fln “~7,/I1))”"(fyl::7 "')/"n/‘m ~~'7f|)

si, et sculement si, a(f,)=B3(f.). Alors (L[C], #, @) est une quasi-
catégorie, que nous notons 1.([C]) et appelons quasi-catégorie libre associée
a [C].

Soit D = (C', 3, 2) une quasi-catégorie; le graphe (C, §, «) est noté [D].
Pour que C soit une catégorie admettant « et 3 pour applications source
et but, il faut et il suffit que [D], soit formé d’unités de C'.

Dérinition. — On appelle quasi-foncteur un triplet (Do, h, D) tel
que D;= (C,, §;, 2,) soit une quasi-catégorie, ol ¢ =1, 2, que ([D.], h, [D/])
soit un homomorphisme entre graphes et (C,, &, C;) un homomorphisme
entre classes multiplicatives.
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Soit ¥, la classe des quasi-catégories (C, B3, «) telles que C.€IN,.
Soit F' la catégorie des quasi-foncteurs (D., k, D,) pour lesquels D; € 7 ;
Papplication (D., h, Dy} - (Cs, k, Ci), ou D;=(C, B &), définit un
foncteur p, de F vers M, Nous identifions F, & la classe des unités de F’
et F 4 une sous-catégorie pleine de #'.. Le foncteur p, est un foncteur
d’homomorphismes saturé, n-compatible et résolvant & droite. Les pg-sous-
structures de D= (C, 3, x)€F,, appelées sous-quasi-catégories de D,
sont les triplets (C, 8, 4) tels que € soit une sous-classe multiplicative
stable de C et (C,

Tutortme, — Soit D= (C, 3, 1)€F, et soit r(D) la relation (C, U, C)
telle que U soit la classe des couples

(Joxlf) 1) et (BUYS S, od feC.
Alors la classe multiplicative C'[r, quotient de C' par la relation d’équivalence r

compatible sur C engendrée par r(D), est une catégorie, et c'est une
(F, F')-projection de D.

~

, %) un sous-graphe de [D].

-G

Cororratre 1. — Si [C] est un graphe orients, L([C]) admet pour
(F, F')-projection la catégorie libre L[C] des chemins (propres) de [C].

CoroLratre 2. — Soit ¥’ la catégorie des quasi-foncleurs associée a M
et soit Py, son foncteur projection vers JiL. Alors P, est —-engendrant pour O
et vérifie la condition (D) ().

2. QUASI-CATEGORIES p-STRUCTUREES. — Soit p = (M, p, H') un foncteur
d’homomorphismes résolvant a droite et m-compatible. Soit. G(p) la
catégorie des morphismes entre graphes p-structurés (*) et soit pg son
foncteur projection vers I,

DeriNition. — On appelle quasi-catégorie p-structurée un couple (D, s),
ou D=(C, 8, 2)€F,, ou ([D], s) est un graphe p-structuré et (C,s)
une classe multiplicative fortement p-structurée (*). On appelle quasi-
foncteur p-structuré un triplet (D,, h, D,) tel que

feH, (D,.[)(/I). D)yed
et que (D, «(h)) et (D., B(R)) solent des quasi-catégories p-structurées.
Soit F'(p)s la classe des quasi-catégories p-structurées.

Prorosition. — Soit ([C], s)€G(p)y et nEN. Il existe une p-sous-
structure s*™ de s" telle que p (s*") soit la classe [C]*" des chemins de [C]

ayant n termes. Si (D, s)€F'(p), et si [C]=[D], il existe k.€s.H.s*"
tel que p(k,) soit Uapplication :
(s oo i) > oo s i 0l (fus o f1) €[CT
Soit K (p) la catégorie ayant pour éléments les h= (D, h, D), ot
hell, (D p(h), D)es et (D], B(A)), Ay ([Ds], a2 (R))) €G(p)-
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(3)
Nous identifions (D, s, D)€ J(p) & (D, s), si s€H,. Soit F'(p) la sous-
catégorie pleine de K (p) formée des quasi-foncteurs p-structurés. Soit P,
le foncteur de K (p) vers M défini par k> p(h), et soit P, sa restriction
a F'(p). On identifie la catégorie F (p) des foncteurs p-structurés a une
sous-catégorie pleine de F'(p).

Prorosition. — P, et p, sont des foncteurs d’homomorphismes =-compa-
tibles résolvants a drotte; si j= (D', j, D)EIK(p) et st | est un p-mono-
morphisme, j est un p,-monomorphisme.

3. THEOREMES DE PROJECTIONS.

Derinrrion. — Soient K’ une catégorie, K et K” deux sous-catégories
pleines de K', et K”"CK’. On dira que j est un (K”, K’, K')- projecteur,
ou que 3(j) est une (K”, K, K')-projection de a(j)=e, si j€K;.K et si,
pour tout h€ K| .K.e, il existe un et un seul K€K’ tel que h="~j.

Soit I la classe des triplets k= (D, &, [C]), ou

De#, et ([P, 3(4), ~, (IC), = (R))) G (p),

A

et soit ps: h—>p(h), si h€X. Soit £(p) la catégoric admettant
HK(p)U G (p)UZ pour classe sous-jacente, G (p) et K (p) pour sous-catégories
pleines et telle que I'application somme de pg, de p, et de px définisse

un foncteur fidéle p, de £(p) vers .

TutortME. — Soit e = ([C], s) € G (p)o. Si (s*"),ex admet une p-somme §
(1. e. s’tl existe une somme naturalisée (3, (¢"),cx) dans H' vérifiant p(v") € M),
alors (I:([C]), o', [C]) est un (F'(p), K(p), £ (p))-projecteur de source e,
de but T.(e) = (L.([Q)), 3).

CororrLatre. — Soit p lun des foncteurs pg, po, p”, Ps O0U Py
St e€ G (p)o, alors ﬁ(e) est une (F'(p), £(p))-projection de e.

Nous supposons désormais que p est la restriction d’un foncteur d’homo-
morphismes P = (3, P, A’) résolvant a droite et %-compatible et que
H =P (). Nous posons U(p) = ' (p) ou K(p).

TrtorimE. — St P est (M, F)-résoloant [resp. st P est un foncteur d’ homo-
morphismes saturé r-étalant, resp. saturé —-engendrant pour I et vérifiant
la condition (D)), st e€(p), et si r est une relation sur p,(e), il exviste
une (F(p), py)-structure quasi-quotient de e¢ par r. En particulier, U(p)

\

est une catégorte & F (p)-projections.

4, CATEGORIES p-STRUCTUREES QUASI-QUOTIENT. — Soit C'€IL;; nous
désignons par #(C) la relation (L.[C], A, T.[C]), ot A est la classe des
couples

(&0 8-f) telsque (g HleCxC.
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(4)

Si r=(C, B, C) est une relation, nous posons
rur(Cy =(L[C), AuB, LC)).

TatorimE. — Sotent & = (C s) €K' (p)y, e= ([C], s) et r" une relation
sur C. S’il existe une (F'(p), K(p), £(p))-projection i,(e) =<ﬁ([C]), )
de e, pour qu’il existe une (F(p), p,)-structure quasi-quotient é de ¢’ par r,
il faut et il suffit que i(e) admette & pour (F (p), D.)-structure quasi-quotient
par rur(C).

CoroLLAIRE. — Supposons que p soif un foncleur & p-sommes dénom-
brables. Si P est (O, F)-résolvant et st ¢ = (C, s) €K' (p)s, alors ¢ admet
une (F (p), K'(p))-projection qui est une (F(p), p,)-structure quasi-quotient
de ]:(e) par 7{C), ot e=([C, s). Toute catégorie p-structurée est une
(F(p), Py)-structure quotient faible d'une quasi-catégorie p-structurée libre.

Trtortme. — Soit p un foncteur d’homomorphismes saturé —-étalant
et @ sommes dénombrables (resp. soit p = pa,). Supposons ¢ = (C, s) € K'(p).
et e=([CT, s). Soit r=(C, A, C) une relation compatible avec o et 3 et
telle que

(z, y)€ANC, < C, entraine x—=y.

Alors ¢ admet une (F(p), Py )-structure quasi-quotient par r, qui est la
(F (p), Pu)-siructure quotient faible de 1.(e) par rU?(C).

Cororratre. — St les conditions du théoréme sont vérifiées et st & € F (p),,
il existe une pg-structure quotient faible de ¢’ par r.

5. QUOTIENT D’UNE CATEGORIE pP-STRUCTUREE PAR UNE SOUS-CATE-
GoriE. — Soit J, I'idéal de F(p) formé des foncteurs p-structurés tels
que le foncteur sous-jacent appartienne a 'idéal J, de F. 51 C est une
catégorie et G’ une sous-catégorie de C’, posons rge= (C, A;, C), ou Ag
est la classe des couples (g, #(g)) tels que g€G.

Tatorime. -— Soit e==(C, s)EF(p)y et e.= (G, s;) une P -sous-
structure de e. Pour qu’il existe une (J,, pg)-structure quotient & de e par e,
(appelée catégorie p-structurée quotient de e par G'), il faut et il suffit
que e admette € pour Dg-structure quotient faible par rq.

Cororraire. — St (C', T) est une catégorie topologique et G’ une sous-
catégorie propre de C, il existe une catégorie topologique quotient de (C', T)
par G.

Les résultats précédents permettent d’étudier le probléme de I'expan-
sion p-structurée d’un foncteur ou d’un néofoncteur p-structuré.

(*) Séance du 18 aolit 1965.

() Comptes rendus, 261, 1965, p. 1577.

(%) Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965.
(3) Comm. Math. Helv., 17, 38, 1964, p. 219-283.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

170077. — Imp. GAUTHIER-VILLARS & Cle, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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/ 63/

CATEGORIES STRUCTUREKES

Par M. CuarLes EHRESMANN.

i g e

INTRODUCTION.

Cet article est la premiére partie d’un travail sur la notion de catégories
structurées et d’espéces de structures structurées. Les principaux résultats
sont résumés dans une série de Notes a I’Académie des Sciences [3 e].

Le premier paragraphe débute par un court rappel sur les notions d’es-
péces de structures et de catégories d’homomorphismes. Soit (C, p, H, 8)
une catégorie d’homomorphismes au-dessus de € telle que & contienne le
groupoide des éléments inversibles de la catégorie K et que C soit, de plus,
munie d’une structure de catégorie inductive. Nous définissons les sous-
structures d’une structure de . Cette notion précise celle de sous-objet
d’un objet d’une catégorie quelconque, en utilisant le fait que K est une
catégorie d’homomorphismes et € une catégorie inductive; elle conduit a
munir JC d’une structure de catégorie ordonnée, a laquelle se rattachent les
principaux résultats de ce paragraphe.

Soit (M, p, K, I') une catégorie d’homomorphismes a produits finis,
au-dessus d’une catégorie I d’applications; nous définissons au début
du paragraphe II les catégories J-structurées [ou plus précisément
JC(H', H")-structurées]. Ensuite nous donnons un certain nombre
d’exemples : catégories topologiques et catégories différentiables [3 b];
catégories doubles qui interviennent en particulier dans la théorie des
transformations naturelles entre foncteurs [3 d]; catégories structurées par

2
des ordres, plus spécialement catégories et groupoides inductifs [3 ¢], etc.

Iy

Ces exemples, que j’ai été amené & considérer dans 1’étude des espaces
Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 44
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350 C. EHRESMANN.

fibrés, des espaces feuilletés, des prolongements de variétés différentiables,
des structures locales en général, sont a l'origine de ce travail. La fin du
paragraphe I contient une série de théorémes généraux :

Les foncteurs J(-structurés forment une catégorie d’homomorphismes
au-dessus d’une catégorie de foncteurs, et au-dessus de IN; elle est a
produits finis et-résolvante a droite.

Soit (€, s) une catégorie JC-structurée; si C est une sous-catégorie
de € et s une sous-structure de s telle que p(5) = €, alors (€, 5) est une
catégorie JC-structurée.

Si (€, s) est une catégorie JC-structurée, les catégories des trios et des
quatuors de € sont des catégories JC-structurées.

Tous ces théorémes utilisent hypothése supplémentaire : (I, p, 3¢, I')
est une catégorie d’homomorphismes résolvante a droite (c’est-a-dire &
contient « assez » de sous-structures).

La deuxiéme partie de cet article (a paraitre prochainement) contiendra
la théorie des espéces de structures structurées; nous montrerons comment
le procédé d’élargissement complet d’un groupoide inductif peut tre géné-
ralisé a des espeéces de structures structurées. Ensuite nous donnerons
des applications de toutes ces notions a des problémes plus particuliers.

I. — Catégories d’homomorphismes et sous-structures.

1. ConvenTiONs. — Une catégorie sera en général représentée par le
symbole désignant la classe support de la catégorie en y adjoignant en
haut 4 droite le symbole de la loi de composition faisant de cette classe
une catégorie. Par exemple : et et et (resp. e, e, @'>, .., dési-
gneront les catégories obtenues en munissant la classe G, Gy, G, ...dela
loi de composition 1 (resp. .). La classe des unités d’une catégorie sera
désignée par le symbole représentant la catégorie, en y adjoignant en bas

et & droite 'indice , ; par exemple : G2, (eh),, @ .... Si une classe d’objets
est associée naturellement 4 la catégorie (par exemple les classes dans une
catégorie d’applications de classe dans classe), nous identifierons les unités
aux objets correspondants sans le mentionner.

Soit C! une catégorie. Les applications source et but qui associent a
un élément f de @' son unité & droite et son unité 4 gauche respectivement

seront notées a* et B%. La classe des couples (g, f) tels que le composé g1 f
soit défini [c’est-a-dire tels que a'(g) = Bl(f)] sera désignée par le
symbole Gt % €t; Papplication

(& )—>g1f, ou (g f)ectxel,

par le symbole »*.
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CATEGORIES STRUCTUREES. 351

Pour simplifier les notations et si aucune confusion n’est possible, nous
représenterons une catégorie par le méme symbole que la classe support;
dans ce cas, il sera sous-entendu que la loi de composition est désignée
par .; ainsi on écrira C au lieu de .. De méme, on écrira aussi C,, « et §
au lieu de €, « et B

Soient C' et @' deux catégories; le mot foncteur signifiera toujours
foncteur covariant. Un foncteur de C' vers C* sera désigné, soit par un
triplet (G, F, @), o F est Papplication correspondante, soit par la'seule

lettre F. La restriction de F a la classe G, considérée comme application
de C! dans !, sera notée F,.

2. RAPPEL SUR LES ESPECES DE STRUCTURES [3 ¢]. — La notion d’espéce
de structures étant essentielle dans cet article, nous allons en rappeler la
définition et les principales propriétés.

Derinition 1. — On dit qu’une catégorie € est une catégorie d’opérateurs
sur une classe X, st Uon a défini une loi de composition : (f, z) - fz pour
certains couples (f, z)€C X X, telle que fz€X, et que les axiomes suivants
sotent vérifiés :

(1) Associativité : St g(fz) ou (g.f)z est défini, ces deux éléments sont
définis et égaux :

g(fs) = (&) =;

(2) Si g.f et fz sont défints, alors g(fz) est défini;

(3) Soit e€C,; st ez est défini, on a ez = z;

(4) a. Pour tout z€Z%,, il existe au moins un fEC tel que [z sott défini;
b. Pour tout f€C, il existe au moins un z€XL, tel que fz soit défini.

Ces axiomes entrainent que, pour tout z€ X, il existe un et un seul e€C,
tel que ez soit défini; on obtient ainsi une application p, : z — e de Z,
dans C,; on dira que z est une structure sur p,(z).

Derinition 2. — Soient X, une classe et C une catégorie; on dit que L,
est une espéce de structures au-dessus de C si lon s’est donné une sous-
catégorie C, de € qui soit une catégorie d’opérateurs sur Z,; soit p, Uappli-
cation correspondante de X, dans C,; on dira aussi que (C, po, Z,) est une
espéce de structures. Si, de plus, €, = C, on dira que [C, p,, L] est une
espéce de structures sur C.

Soit (@, po, L,) une espéce de structures. Soit X la classe des couples
(f, 2) €C X L, tels que fz soit défini, c’est-d-dire tels que «(f) = p.(2).
Munie de la loi de composition :

f,5)y. (fis)=(f.1 =) si, et seulement si, 3z’ = f5,

23
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Z est une catégorie, appelée catégorie des hypermorphismes associée
4 Pespéce de structures (C, po, Z,). La classe des unités de I s’identifie
a I, en identifiant (e, z) & z. L’application p, se prolonge en un fonc-
teur (€, p, L) vérifiant la propriété suivante :

(E) Pour tout h€X et tout z€ZL, tel que
Po(3) =pola(h)),
il existe un et un seul A’ €X tel que
py=pk) e )=z

L’espéce de structures (C, p,, ) sera aussi 'désignée par le symbole (G, p, X).

Inversement, soient C et £ deux catégories. Soit (C, p, L) un foncteur
vérifiant la condition (E); on dira que X est une catégorie au-dessus de C
relativement & p. On montre [34] que p(X) est une sous-catégorie de C

et que 'application
fe—(p(h), «(h))

permet d’identifier X a la catégorie des hypermorphismes associée & ’espéce
de structures (G, po, ,) dans laquelle la loi de composition est définie par

fs ) > B (h)
si, et seulement si, il existe
heX, f=ph) et z=a(h).

3. EspPECES DE STRUCTURES DOMINEES PAR UNE CATEGORIE. — Nous
désignerons par N, une classe de classes contenant avec une classe toutes
ses sous-classes. I, s’identifie 4 la classe des unités de la catégorie M
dont les éléments sont les triplets (M’, f, M) tels que Mel,, M€,

et que f soit une surjection de M sur une sous-classe de M’, la loi de compo-
sition étant définie par

(M, f/, M) .(M', f, M) = (M", f'f. M) si, et seulement si, M, =M,
ot f'f désigne la surjection :

x> f'(f(x)) pourtoutxzeM.

Si f= (M, f, M), nous noterons aussi f(z) par f(z).

Soit (G, p, X) une espéce de structures telle que p (e) appartienne
a I, pour tout e€ p,(Z,). Soit ‘

fep(3),  e=al(f) e =B

Posons

F(f) =@ (¢), fiP' (e)) €M,
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CATEGORIES STRUCTUREES. 353

ou
T =/s pour tout s tel que p(3) =e:

F(e) sera identifié avec ﬂ {(e). Si [ est un élément inversible de p(Z),
I'application 7 est une bijection de F(e) sur F(¢). L’application
F : f— F(f) pour tout f€p(X) est un foncteur de 2(F) = p(X) vers I
vérifiant 'axiome :

(A) Soient e€x(F), et e'€a(F),; on a

F(e) 2 ¢ (ensemble vide);
sie*e,ona
FehnF(¢)y=9.

De plus, le couple (@, F) détermine entiérement (G, p, X).

Inversement, soit (G, F) un couple tel que F soit un foncteur d’une

sous-catégorie «(F) de € vers N vérifiant 'axiome (A). On montre [3 a]

que la classe X, réunion des classes F(e), ou e€«(F),, est une espéce de

structures au-dessus de €, dans laquelle la loi de composition est définie par
(f.sy—=>F(f) (s) si, et seulement si. ze€F (a(f)).

Nous dirons que (G, F) est un couple définissant une espéce de structures,
a savoir 'espéce de structures X, ainsi construite.

Remarques. — 1° Soient € une catégorie, %(F) une sous-catégorie et
(M, F, 2 (F)) un foncteur. Soit F le foncteur qui associe a f€ =(F) Pappli-
cation

(2(f), 3) > (3N TN (z)  ou seF(a(f).
Le couple (€, F) définit Pespéce de structures (G, po, o), ou X, est la
classe des couples (e, z) tels que e€«(F), et z€F(e), et
Poles3) =e.

20 Soit (G, F) un couple définissant unc espéce de structures (€, p, L)
tel que «(F) contienne f€€ si z(f) €« (F); cecl équivaut a dire qu’on s’est
donné une loi de composition entre la catégorie C et la classe X, vérifiant
les axiomes 1, 2, 3, 4 a, de la définition 1. On peut prolonger F en un
foncteur (M, F, ) défini par

F(f) =F(f) pour tout  fea(F),
F(e) =@ pour tout e€Cy, cg2(F),,
F(fy=(FB)), B, 0) pourtout f &a(F). "
30 Soit € une catégorie; le triplet [€", §, €] est une espéce de structures
pour la loi de composition .; soit e€C,; le triplet (€, B, & (¢)) est une
sous-espéce de structures [3 a] de [C, 3, C]. 2
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Soient (€, F,) le couple définissant espéce de structures (€, 8, « (e))
et Fe le foncteur associé a4 F, par la remarque 2. Un foncteur (M, G, €)
est dit représentable [2] s’il existe un ¢e€C, tel que G et F, se déduisent
Pun de lautre par une équivalence naturelle. A tout couple (G, F) défi-
nissant une espéce de structures [C, p, X], on peut associer un foncteur
représentable F de la maniére suivante :

Soit @ un élément quelconque n’appartenant pas a €. Soit €, la classe
des couples (z, a), ol zE€Z,. Soit €' la classe réunion de G, {a} et C,.
Cette classe est une catégorie pour la loi de composition

Yir) vy
si, et seulement si, une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) vyE€C, v €&, a(y')=[f(y). Alors y'.y est le composé de ¥’ et ¥
dans €;

(2) Y€€, ¥ = (5 a), s€F(x(y)); alors

Yor=(05a);

(3) ¥'= (2, a) et Y = a; alors

vy = (5, a).

La remarque 2 permet de prolonger I' en un foncteur (m, F, e);
ce foncteur F, identique a (om, F,, @), est représentable.

Soit € une catégorie et (M, v, J) un foncteur.

DeriniTiON 3. — On appellera espéce de structures dominée par (v, )
un couple (C, F) tel que (H, I, «(F)) soit un foncteur et que (C, YF) définisse
une espéce de structures; Uespéce de structures définie par (C, YF) sera appelée
espéce de structures sous (G, F). '

Nous reviendrons plus tard sur la notion d’espéce de structures dominée
par une catégorie (§ III et IV). Pour I'instant, nous allons seulement en
indiquer des cas particuliers.

Soit & la catégorie de tous les foncteurs (8, G, S) tels que (3, G,8)em;
soit (M, p., &) le foncteur défini par

Py (5, G, 5)—>(8, G, ¥).

DériniTion 4. — Une espéce de structures dominée par (p,, F) sera
appelée espéce de morphismes.

Soit (€, p, £) une espéce de structures. Considérons les conditions
suivantes :

a. (G, p, X) est Dlespéce de structures sous une espéce de mor-
phismes (C, F).
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b. b, : Pour tout e€p(Z,), la classe p (e) est munie d’une structure
-1

de catégorie (p (e))*, que nous noterons F (e); .
b, : Soit fep(X), e= a(f) et &' = B(f'); alors (F(e'), f, F(e)) est un
foncteur F(f).

¢. ¢ : ()t est une catégorie;
¢. : Les conditions (3, 3) € () % (X,)! et ([, 2L z) €X entrainent

(fiz)eX, (f, sHeX el fls'L3) =J5" 0[5

¢, : Siz €, et (f, z,) €L, on a

faoE (Xt
Prorosirion 1. — Les conditions a, b et ¢ sont équivalentes.
Démonstration. — Les conditions a et b sont équivalentes par défi-

nition. Si elles sont vérifides, la catégorie (X,)* somme des catégories F(e),

ol e€ p(L,), vérifie la condition ¢. Inversement, supposons la condition ¢
vérifiée. Solent z€X, et z'€X,. Si z' Lz est défini, p(z’' 1 z) (2" Lz) est
défin1 et, d’aprés c., on a
plELz)=p(H)=p(s);
en particulier,
platn=pBt=y=pi=);

donc p' (e) est une sous-catégorie de (S,)* pour tout e€ p(Z,). Soit f& p(Z)
tel que 2(f) = e; les conditions ¢. et ¢, signifient que 'application f est

un foncteur de p (e) vers p (3(f)). Par suite, b est vérifié.

CororLLatre. — Si Uon suppose les conditions c, et c. vérifides et st p(X)
(resp. IY) est un groupoide, la condition c, est aussi satisfaite.

Démonstration. — Les conditions (f, z,) €Y et z, & (%,)! entrainent

Jao=[f (50 L 30} = J5 L [5.
Si (Z,)! est un groupoide, il en résulte fz,€ ()L Supposons que p(X)
soit un groupoide; de la suite d’égalités
Sz =S ot (fs) = () s0n /0 (e (fre)) = f0 (2 (f50)
on déduit
Sa=at(fz)e€ (2t

donc ¢, est vérifié.

Soit A une classe munie d’une relation d’ordre <; la classe des
couples (2, z), ot z << 2/, est une catégorie pour la loi de composition entre
couples

'

(5", 5,) L (5, 3) = (5", 3) si, et seulement si, s\ =3".
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Inversement, si C est une catégorie telle que deux éléments f et f' de €
ayant méme ensemble d’unités dans C soient identiques, la donnée de €

définit sur G, la relation d’ordre :
z << 7’ s1, et seulement si, il existe fE€C tel que
=a(f) e F=H.

Nous dirons que la catégorie € définit alors un ordre sur C,.

Soit Q, la classe des classes ordonnées (A, <C), ou A€IMN,; soit Qla
catégorie des triplets ((A', <), h, (A, <)), ot

(A, <)eQ,, (A, <)ef,

et ol h est une application de A dans A’ compatible avec les ordres de A
et A’. Soit w Papplication

((AS <5 foy (A <)) = (A 4y A);
(m, ©, Q) est un foncteur.
Dirinirion 5. — Une espéce de structures (€, F) dominée par (v, Q)

sera appelée espéce de structures ordonnée; st de plus € définit un ordre
sur C,, nous dirons que (C, F) est une espéce de structures bi-ordonnée.

Soit ((A, <), h, (A, <)>€f); soit &L (resp. ) la catégorie de couples
définissant 'ordre de A (resp. de A); soit h I'application
(5, 3) > (A(), h(3)), ol (35)eq;
(@, h, &) est un foncteur et Papplication v :
((A, <) e (A, <)) > (&, By @)

est une équivalence de Q sur une sous-catégorie pleine Q de F dont les
unités sont des catégories S définissant un ordre sur $,. L’application

€, Fy->(e, (7,0, &)F),

ou (€, F) est une espéce de structures ordonnée, est une bijection de la
classe des espéces de structures ordonnées sur la classe des espéces de

morphismes (€, F) telles que
fFla(FHc Qs
4, RAPPEL SUR LES CATEGORIES D'HOMOMORPHISMES.

DériNirion 6. — Sotent C et I deux catégories; on dit [3a] que (C, p, H,'S)
est une catégorie d’homomorphismes st les conditions suivantes sont vérifides:

(1) (G, p, 3C) est un foncteur;
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(2) 8 est une sous-catégorie de JIC contenant IC,;
(3) (C,p’,8) est une espéce de structures, ot p’ désigne la restriction de p a8
(4) Sotent h&€ IC et h' € IC; les relations

alhy=a(l'y, Sihy =35I et plhy=p(kR")

entrainent h — h'.

Soit (€, p, I, &) une catégorie d’homomorphismes. Un élément h de &
s’identifie, en vertu de la condition (4), 4 un triplet (S, f, 5), ou

Sz=a2(h)e s, S'=53(h)ea, et S=ph)yec.

C’est le plus souvent sous la forme d’un tel triplet que nous représenterons
un élément de #. Remarquons que nous identifions ainsi JC & une sous-
catégorie de la catégorie induite p, (C) dont les éléments sont les tri-
plets (8, f, 5) tels que

Se dty, Seu,. fedo, a{f)=p(8) et S(fy=p(S).

Un élément de § étant entierement déterminé par la donnée de =(h)
et de p(h), nous le représenterons, soit sous la forme (3(k), p(h), =(h)),
01t sous Ja forme (p(h), 2(1)). S1 ' est Ie groupoide des éléments inversibles
de H, alors H est une espéce de structures au-dessus de $ X 8 pour la loi
de composition

(T T ) =r f b J
si, ¢t seulement si,
1(/):1(/1) et 1(?'):53(/),), on hed, ]eb‘, "/"ELS.
Soit (G, p, #, 8) une catégorie d’homomorphismes; soient &, et C. les
groupoides des éléments inversibles de § et de € respectivement. Si p(.)
est un sous-groupoide saturé [3 a] de €, c’est-a-dire si les conditions

Jee. et a(frep(sy) entrainent  fep (5,),
nous dirons que JC est saturé au-dessus de C.

En particulier, soit (M, p, JC, §) une catégorie d’homomorphismes telle
que N soit la catégorie définte au n® 2. Soit h€ K ; Pélément p(h) est,
par définition, une application (p(B(h)), g, p(2(h))}), ol g est une surjection.
Comme la donnée de «(h), de B(h) et de g détermine entiérement p(h),
nous représenterons simplement h par le triplet (3(h), g, «(h)) [au lieu
de (B(h), plh), 2(h))]. Si k est tel que

plalh))ycp(B(h))

et si p(h) est 'injection canonique de p(a(h)) dans p{B(h)) nous écrirons h
sous la forme (B(h), \, «(h)), c’est-a-dire ¢ désigne 1'application identique
de p(a(h).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXX., — Fasc. 4. 45
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Ezemples. — 1° Soit (M, pg, F) le foncteur défini au no 2; soit &, le
groupoide des éléments inversibles de F (équivalences de foncteurs);
(M, pys F, F,) est une catégorie d’homomorphismes.

20 Soit B, la classe des topologies (ou métatopologies avec la termi-

nologie de [3 ]) sur les classes M &IM,; soit G la catégorie des applications
continues (S', f, 5) de S dans &', ol S est une topologie sur la classe M et &’
une topologie sur M’. Soit 0 le foncteur

(S, . ) > (M, fy M).

Soit ® le groupoide des éléments inversibles de & (homéomorphismes);
(0w, 6, €, ©) est une catégorie d’homomorphismes.

30 Soit (M, w, Q) le foncteur défini au n® 2; soit Q le groupoide des
éléments inversibles de O (isomorphismes entre classes ordonnées);
(o, », Q, Q) est une catégorie d’homomorphismes.

4° A toute catégorie C. correspond la catégorie d’homomorphismes
@, Id,, ¢, €), ou Id, désigne le foncteur identique de C.

5. Sous-sTrRUcTURES. — Soit (C, p, I, S) une catégorie d’homomor-
phismes telle que § contienne le groupoide I' des éléments inversibles
de JC.

Dans #,, considérons la relation

sns si, et seulement si, (s, p(s), s) €.

i

Cette relation entraine évidemment p(s) = p(s’).

Proposition 2. — ¢ est une relation dordre dans #, et (C, p,T) est
Pespéce de structures sous Uespéce de structures ordonnée (C, F) telle que

F(e :(v)l(e), 9 pour tout e a(F),,
)= P

ol g est la relation d’ordre indutte par o sur p (e).

Démonstration. — Les conditions s g s" et s'ps” entrainent

"

(8", p(s), 8). (s, p(s), s) = (s, p‘(s), s)ye s, d’ol sps’.
Supposons s ¢ s’ et s"os; on a
(s, p(s), 8).(s', p(s), 8) == (s, p(8), ) =35
et
(S’,P(S)75)~(S7P(SI)7 sy =s";

par suite,
(s', p(s),s)yel.
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Comme (G, p, ') est une espéce de structures, des égalités
a(s', p(s),s)=s et p(ssp(s), s)=p(s)

on déduit (s', p(s), s) = s; donc s'==s et ¢ est une relation d’ordre;

y

la catégorie de couples définissant ¢ s’identifie & la sous-catégorie H,
de € formée des éléments (s, p(s), s) en identifiant (s', s) avec (s', p(s), ).
Les relations

(s p(s).s)ese,  fepd) et a(f)=p()
assurent Pexistence de (s, f, s) €T et de (s, f, s')€T; on a
(5L 8) (8 p (), 8) (8 7 8) = (5%, [op (5) S ) = (5, p(5), 5) €5¢.
Par conséquent, p(I'} opére sur #,, la loi de composition étant
(fs (55 p(8),$)) > (5, p(5),8)  si, et seulement si, a(f)=p(s).

(p(1), p, 3C,) est Vespéce de structures sous une espéce de morphismes
et la proposition résulte de la fin du n° 2.

Supposons désormais que € soit une catégorie inductive (au sens du
paragraphe 1I, n® 6, sens un peu plus général que celui défini dans [3 ¢]).
SigeCet fEC, le pseudo-produit dans € des éléments g et f qui est toujours
défini (voer § II, prop. 22) sera désigné par gf.

Considérons dans 3¢, la relation

spS si, et seulement si, p(s) << p(S) et (S, p(S)p(s), s)€¥;

les relations induites par 7 et p sur p (¢) sont identiques, pour tout

e€p(#,). La relation p(s) << p(S) entraine
2(p(S)p(s))=pGs);
si, de plus, (S, p(S) p(s), s) €I, alors on a aussi
B(p(S)p(s))=p(8).
Prorosition 3. — ¢ est une relation d’ordre dans JC,; st s¢ 8, s est un
sous-objet [5] de S dans IC.
Démonstration. — Nous supposerons s p S. Si, de plus, S s, alors
p(S)=p(s), doi spSetSps,
_ c'est-a-dire s = S, d’aprés la proposition 2. Supposons s’ ¢ s; des relations

E=(p(S)p(s)-(p(s)p(s)) <p(8) p(s),
a(k)y=p(s) et B(k)=p(S)

résulte
k=p(8)p(s), (S, p(S)p(s),s)ese e  §'pS.
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Solent g = (s, g, 5') et g'= (s, g', §') tels que
(S, p(Sypls), sy.g==(S, p(S)ypls)y, s).5".
Des relations »
(pI(Sypls))s=—(p(S)ypls)).8,
g (S pls)) g, g p Sy pls)) s algy=—alg'y, Silgy=750%")

on déduit g=g'. Par suile, g == g, ce qui signific que s est un sous-objet
de S dans JC.

La notion de sous-structure que nous allons maintenant définir précise
la  notion de sous-objet d’une catégone.

Derixrrion 7. -— Soit S€ Iy; on dira que s € I, est une sous-structure
de S dans (@, p, I, 8), et Lon écrira s %S, st les conditions sutvantes sont
s, ”
vértfides :

(1) Onoa plsy 7 p(S) el (S, p(S) pls), s) € I;
la) Sou 15, g, 8"y €I tel que

slpls)gy = 2ig) of Sipls)g)y=pls).

Alors on a
(s, pis)g. S)yea.

St s £, on écrira ausst
»
(S, p(Sypls),s)y —Sws
/,

el Pon dira que Sz s est une p-injection. Soit o la classe des p-injections.
14 ”

St aucune confusion n’est possible, on dira sculement que s est une sous-

structure de S dans JC et Pon éerira s 2S et Sz s au licu de s =S et Sz s.
14 14

Provostrion 4. — Sotent s€ I, el SEIC,; on a s %S si, et seulement si,
.. . L, e, ”
les conditions sutvanles sont vérifies :
(1" $%8 dans (C, p, I, 5);
(27} La condition (S, (p(S) p(s)).g', S')€IC entraine (s, g', ') € .

l)(?IIL(lI’LS[I‘(l/ll:UH. -~ Supposons s 'Lk)" ]il (5()!1(]iti()[l 1 dC lﬂ déﬁnition ;
3
»

signifie s¢ % dans (@, p, J¢, ). Boit
(S, g (S)ypis)y.«' . §)yea.
Montrons que les éléments g et g == p(s) (p(S) p(s).g’) sont égaux.
lKn effet, on a
pisy =2 p(S)ypls), gl p(s). g << (p(S)pls)) g

el
g=p)s < p)(pS)ypis) &)
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par ailleurs, :
a(gl) <a(g) et Blg) <p(s)=p&:
d’on
a(g)=a(g)=pE) et Bg)=LE)=p).
Puisque (G, <C) est une catégorie inductive, les relations
g<gn  x@)=a(gn) et B)=5(&)

entrainent g’ = g|. Il résulte alors de la condition (2) de la définition 7
qu'on a (s, g', ') €3¢, done (2') est vérifiée. Inversement, supposons les
conditions (1') et (2') vérifiées; soit (S, g, S') € JC tel que

a(p(s)g)=alg) et B(p(s)g)=pls).
On obtient g = (p(S) p(s)).(p(s) g), en utilisant les relations

(pS)p))(p&)g)<g  2((pB)ps)-(p(s)g)) =alg)
et
S =3UpS)p(s))-(p(H &) =p(S).
De la condition (2") on déduit done

(s, p(s)g, SHedsr, c'est-a-dire s %S.

Exemples. — 1° Les sous-structures de S dans (Jll, 6, G, %) sont les
topologies induites par S sur les sous-classes de 6(S). Soit %, la sous-
catégorie de % formée des applications continues ouvertes d’un espace
topologique dans un autre; soit 0, la restriction de 6 a &,; (0N, 0,, G, ©)
est une catégorie d’homomorphismes. Les sous-structures de S dans
(om, 0,, S, %) sont les topologies induites par S sur un ouvert de S,
c’est-a-dire les éléments plus petits que 5 pour la relation d’ordre considérée
dans [3 ¢] sur .

20 Les sous-structures de &' dans (W, p., ¥, F,) sont les sous-
catégories de Ct (voir § II, prop. 9).

3¢ Les sous-structures de (A, <C) dans (911, w, Q, Q) sont les sous-classes
de A munies de 'ordre induit par <.

4° Dans (G, Id,, C, C), on a

saS si, et seulement si, s<C S dans € et B(Ss)=S.

Si les relations s << S et sxS sont équivalentes, C est une catégorie
inductive complétement réguliére a droite. Dans ce cas, la condition s << « (f)

entraine 3(fs) = B(f).
50 Si sxS, on a p(s) xp(S) dans (G, Id,, €, €).

33



362 C. EHRESMANN.

TatorEmMe 1. — Dans JC, la relation s xS est une relation d’ordre.
»
Soient s€ I, s' €I, et SE€I,; les conditions

s, s xS (resp.s'p8)
r 14
el
p(s) xp(s) dans(€.1d., C. €)
entrainent
s ks (resp.s'ps).
»
Démonstration. — ¢ étant une relation d’ordre, si sxS et Sa«s,

on a s=S. Supposons s, xs et s=xS; alors s,¢S. Montrons que le

¥

couple (8, s,) vérifie la condition (2") de la proposition 4. Soit
= (5, p(S)p(s).8" 8)ea.

Les éléments p(S) p(s.) et (p(S) p(s)).(p(s) p(s1)) sont égaux, car ils sont
majorés par p(S), ont méme source p(s,) et méme but p(S); par suite
L= AS (pS)p(D)(ps)pls) ) SHen

et, puisque s xS,
g=(s.(ps)p(s)).gs5) €X;
comme s, xs, il en résulte
(s1,g'.S)eH, c'est-di-dire s, o S,
Supposons s %S, s’z 5 et p(s’) xp(s) dans (€, Id,, G, C). On a
J=(S. p(S)p(sH.s)es;
des relations
p{s)<p(s) et Bp)p(s))=pls),

on déduit que les éléments p(S) p(s’) et (p(S) p(s)).(p(s) p(s)) sont égaux,
car ils sont majorés par p(S), ont méme source p(s’) et méme but p(S).
Par conséquent,

F=(S, (p(S)p(s))(p(s)p(s))s )
et, en vertu de la proposition 4,

(s, p(s)p(s), syeax, d’ou s

0|
“

Supposons, de plus, s’ xS; soit
F=(s, p(s)p(s).g"8)es.
On trouve

E=(3,p(8)p(s), ).&=(5, (pS)p(s)).(p(s)p(s)).g, 8)
=(5(pS)ps)).g, ¥)et.
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La proposition 4 entraine donc
(s, g, 8)es et s" S,
Cororratre 1. — Les conditions sxS, s«S et p(s)=p(s")

A ’ ” »
entrainent s = s'.

En effet, d’aprés le théoréme 1, ces conditions entrainent

'

sas et s s, d’oun s=.

CoroLrLatrE 2. — Soit s <S; alors, pour la relation 3, s est le plus grand
»
élément de la classe des structures s’ telles qu’on ait
s'8S8 et p(s)=p(s).

DerinitioNn 8. — Soient h€IC et K € 3C; on dira que B’ est un sous-
homomorphisme de & dans (G, p, 3¢, &), et Pon écrira h'owh ou h'axh,

. .. . sty ”
st les conditions suivantes sont vérifides :

AETION BN xp(k)y e p(R)<p(h).

Prorosirion 5. -— Dans ¢, la relation I’ xh est une relation d’ordre
vérifiant les conditions suivantes :

(1) Sih'xh, a(h’)=a(h) et B(h') = B(h), alors h=1h';

(2) W' «h entraine p(K')xp(h) dans (C, Id,, €, €); si de plus,
plh)=p(R'), alors h="~';

(3) Les conditions (h,, h)yex»x3¢, (h,, W)€ x5, k' «h et h, xh,
entrainent I, .k’ <k, .k;

(4) Les conditions : k' «h, 71”3(71 et p(h")xp(k') dans (¢, 1d,, €

€ b
»

)

entrainent h" < h'.
P

Les conditions (1) et (3) signifient que (JC, x) est une catégorie ordonnée
(voir § 11, définition 18). La condition (2) signific que p appartient a '
(voir § II, n° 6), c’est-a-dire (§ IV) que (K, x) est une catégorie ordonnée
au-dessus de (€, <0).

CoroLLaIRE. — Si C est complétement réguliére o droite et st pour
tout s€ I, la classe des éléments p(s’), ot s'xs, est une sous-classe induc-

r
tive de C,, alors (JC, x) est une catégorie inductive au-dessus de (C, <C).
Prorosition 6. — Supposons

Lel, XeTl, a(n) xalh) et p(R) < p(h);
P

alors on a aussi B(h') xB(k) et, par suite, h' =h.
r r
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Démonstrativn. — Soient
h=(S,, h.$)el et  A=(s, ¥,s)el
tels que K<< h et j = (8, p(S) p(s), s)E€I; on a
pllij =)= h (p(S)yp(s)). < p(S) pls)),
a(plhj. =) =p(s) et S(pChg =)y =p (S0,
d’ou
p(ﬁ.j.z’""):['(Sl)p(sl) el (S Sy ps), s et
Supposons, de plus, s xS; soit

= (S (p(S) pls).&, §Hemn.

o

Les éléments A*.(p(S.)) p(si)) et (p(S) p(s)).h"* sont égaux, car ils sont

majorés par h7', ont méme source p(s,) et méme but p(S). Par suite,
I = (S, (p(S) p(s)).(W1.g), S)yea
et il résulte de la proposition 4 qu’on a

&= (s Mg 8 ewd;

par conséquent,

B3 = (s.¢.S)ex et -4
Provrosirion 7. — Soient
o= (5. h. s) €, s s et s, Xy,
p »

S’il existe h' € C tel que
W< h. a (I =p(s) et Sy =p(s).
on a
W= (8, M. sex et W h.

St de plus h et b’ sont inversibles, alors b’ €T.
Démonstration. — On a

71.<s>os’): (s, i (p(s)p(s)), s)yea;

»

les éléments h.(p(s) p(s')) et p(s\) p(s,).h’ sont égaux, car ils sont majorés
par h, ont méme source p(s’) et méme but p(s,); par suite,

72.(3;;.#) = (s, (p(s)p(s\)). I, shemx

et, en vertu de la proposition 4, on trouve

K= (s,, I, s') e 5.
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Si, de plus, €l et k' est inversible, on a aussi (s’, k', s))€ ¥, d’ou
rel.

Soit []]€ la catégorie longitudinale des quatuors de € (voir § 11, n° 5),

c’est-a-dire la classe des quadruplets (g, fi, f, g) €C* tels que g,.f = fi.g,
munie. de la ‘multiplication

(&S L8V Mg S /o 8) =& LS S 8)

si, et seulement si, g’ = g,.

ProrosiTion 8. — Sotent

hee, hee, a(h) =s, a(h')=s, Z(h)y=s et B(A)=5s:
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) K x h dans (€, Ild,, C, C);

(2) h'<< h dans G, B(ss’) = s et B(s;s)) = sy;

(3) s'<<s, s\ <<s. et (h s, ss’, M)e[|C.

En effet, les conditions (1) et (2) sont équivalentes d’aprés ce qui précéde.
Si (2) est vérifié, les éléments k. ss” et s, s, . A’ sont égaux, car ils sont majorés

par h, ont méme source s’ et méme but s,; par suite, (3) est vérifié. 5i la
condition (3) est satisfaite, on a

sxs et s, xS, puisque B (ss') =s et B(si8,) =s.

De plus,
s, <si8, et ss'<s, d’ou <88 . W =h.ss'<h.

Si h'xh dans (€&, Id., €, €), nous désignerons par h.a k' le quatuor
(h, B(h) B(R"), «(h) «(k'), B'). La classe U des quatuors hE] k' est une
sous-catégorie de [[]C; soit U’ la sous-catégorie de ‘U formée des qua-
tuors h El k' tels que h’ et h soient inversibles.

Soit [T]4¢C la catégorie longitudinale des quatuors de JC et (p le foncteur

(& S f, 8) > (p(8), p(U[1), p()s (&) de]]3€ vers [[]€;
(ﬂ__j G, Op, [119¢, f") est une catégorie d’homomorphismes, ou I” est le
groupoide des éléments inversibles de [T]d¢. Pour qu'un quadruplet
G = (g, f1, [, &) appartienne a[T]J¢, il faut et il suffit qu’on ait
a(=w@), pH=a@) (f)=3&) o BI=BE)

et que O p (G) soit un quatuor; en effet, les éléments g,.f et f,.gsont alors
égaux, puisqu’ils ont méme image par p, méme source et méme but.
Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 46
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Soit 1t la sous-catégorie de [T]J¢ formée des quatuors

ﬁ:(l;, 5108, sw8, h’)
\ P »

tels que s s et s «s,. Soit U’ la sous-catégorie de A formée des
» P

quatuors de U tels que hel et h' €T

Proposition 9. — On a k'xh dans (G, p, #€,S) si, et seulement si,
il existe

e (7 B00) 0 507, () (), ) s
» » /

dans ce cas, Dp(ﬁ)&ﬂl.

Démonstration. — Si b’ < h, on a

r
(yoall, B wp(h) ot p(F)<p(),

par suite, Dp(ﬁ) est un quatuor et HE€U. Inversement, si HEL, on
trouve C1p(H)€ en vertu de la condition (3) de la proposition 8; il en
résulte p(') < p(h), donc ' «h dans (€, p, ¥, ).

Si h'«h dans (G, p, #,), le quatuor H correspondant sera représenté

par la notation E{;m'. Dans J¢ (resp. dans C) on dira qu'un triplet

(g15 [, [) est inclus dans un quatuor §’il existe un quatuor (g, fi, f, g)-
La proposition 7 est équivalente a :

Prorosition 7 bis. — Pour qu'un triplet
'1‘:<Ii, $1%08), 5% s’), oi hex,
N P

soit inclus dans un quatuor H, il faut et il suffit que

s=al(h), si=p(h)
et que
P =(p(h)s p(s0) p(S) ()P ()

soit inclus dans un quatuor H; dans ce cas, on a HE€W ot HE . Si, de plus,
HeW et heT, alors He'.
Si T= (Z, s, w5, s:os’) est inclus dans un quatuor, les quatuors H
P »

et H dans lesquels sont inclus T et p?(T) sont uniques; par conséquent, on a

H:p(/?)@/x et H:Z@/?,
P
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ou %’ et i’ sont déterminés par T. 1’élément &’ peut &tre considéré comme
le composé de h par (s,, s'); ce composé sera noté k }— (s, s') et appelé
p-restriction de h A (s, s'). ’

Remarquons que le composé A’ est aussi déterminé par la donnée du
triplet (&, (p(s), p(s")))-

En particulier,

— si s,=B(&), s’ xa(h), il existe une p-restriction h}— (s, s') et
B

b (58" :Z,(.v)o s’);
P

,1
— si s,xB(h) et s'=a(h), il existe une p-restriction k}—(s,, s') si,
B

et seulement si,
alp(s)ph))y=p(s) et Blpls)ph))=p(s);

alors
"I (8, 8) :(s’1,1)(s',)p(7l>, s’).
P

Soit I’ une sous-catégorie de JC contenant I,; soit p’ la restriction
de p & . Supposons que (G, p’, I', K'AT) soit une catégorie d’homo-
morphismes.

Proposirion 10. —— Les conditions suivantes sont équivalentes :

(o) s =S dans (C, p, K, 8) entraine s xS dans (C, p’, #', 7' NT);

r ””

(@) On a K'|= (I, X IC,) CH', Cest-a-dire st R €X', toute p-restriction
r

de h' appartient & 3¢'.
Démonstration. — Si (7) est vérifié, la catégorie des p’-injections
contient #, et (g,) est vérifié. Inversement, supposons (o,) vérifié et

X
soit s « S dans (C, p, #, 8). Les relations S€ I’ et s xS entrainent,
,

S (S, s) =(S, p(S)p(s), s)e &,
»

Soit (S, g, 8') €’ tel que
a(p(s)g)=a(g) et B(p(s)g)=p(s);

le composé (8, g, S') (s, S') = (s, p(s) g, S’} étant défini, il appartient
P
a ', Par suite, on a sxS dans (C, p’, H', K'NI).
P
Nous verrons plus loin (§ II, théoréme 16) que[]]C est une catégorie

inductive pour la relation d’ordre
(g S f8)<(gnfu /i &)
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si, et seulement si,
g'<&  gHi<gn i) et i</

Dans le théoréme suivant, nous poserons

[7)= (7, (&), a(h), R)e([[]#)s,  pourtout hest;
et .

[l = (h, B(R), a(h), kYe([TIC)s  pourtout hLeE.
Tritorime 2. — Les relations suivantes sont équivalentes :
(1) On a
7] « [2] et [8GD] o [B(R)] dans ([TIe. O p, M2, T');
Cr [P
(2) B’ est un sous-homomorphisme de h dans (C, p, #, S).
Démonstration. — Solent
h= (s, h, s)ex et A==(s,, N, s)es.
Supposons h’ x h; de la proposition 5, il résulte A’ ch dans (G, Id,, C, ©),
d’ou (h, 3(h) /;fﬁ(h'), a(h) «(h"), K')€; de plus, ce quatuor est le pseudo-
produit [k][k’] dans []]C. Comme le quadruplet (h, 8 D/C’JS/“ s;x’os', h') est
un quatuor de JC et admet [h] [2'] pour image par [p, on en déduit li;' | 5[%]
dans ([T}¢, Op, (11, T'). Soit G == (h, fi, f, E)EDJL’ tel que
(et op@)=lP(O] e B pUN)]Op(G) =[p(i)]=[x]

on a
apFD=1p)] et [pUDIOp(G)=h. pis,) p(), p(s) pU D pUR)),
d’on

w(p(s)p(f)=a(p(f)) et 3(p)p(J)=ps).
Il en résulte

S = p ) p(f) oa(f)) e

de méme,

Si= G s p(R), BOR)) e x.
Soit G' = (&', f,, ", k); puisque la projection par Op de G’ est le
quatuor | p (B )]|T0p(G), on a G'€[]&. Par suite, IE'] « | k]. De plus,
s, olfs, entraine de méme [s] S [8:] et (1) est vérifié. — Invg;ement, suppo-
sons [E’]m[ﬁ] dans ([[]@, []p/;[:[lﬂe, F’). Alors, on a
Rl et [R)[R = (0 B R, a(h)a(h), M),
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on en déduit

(s, p(s)p(s), 5,)6.36 et (si, p(s:) p(5\)s ) €.

Soit
§=1(5,895)€%, on g=(p(s)p(s))-8
On a
G=(h k.35 S e[«
et

0p(G)=(h h.g. & p(S)) =[R][K].(K'\ K .8, &' p(S));

il en résulte
(71’, 71’. g, g, 8 Yeat, c'est-a-dire (s, g’, §') € 8¢.

Ceci prouve que s’ est une sous-structure de s dans (G, p, J¢, 8). Si, de
plus, [s,] = [s,], on a de méme s,«s,, donc h'xh dans (G, p, K, 8).
Or 4

CororLrLatre 1. — Soient h€T et k' €T. On a W xh si, et seulement si,
- B »
[#] = [&].
Or
En effet, si [A'| « [k], la démonstration du théoréme prouve qu'on a
Or

a(Rh")xa(h) etil résulte de la proposition 6 que k' xh.
4 ”

CoROLLAIRE 2. — L est une sous-catégorie de la catégorie des [ p-injections.

Derinition 9. — On dira que (G, p, #, 8) est une catégorie d’homo-
morphismes résolvante & droite si laxtome sutvant est vérifié :

(R) Soient h€ JC et h' € IC tels que

a(h)y =a(h') et Bh)=8(l);
alors il existe
sca(h), avec p(s)=a(p(h)np(h')).
P

La sous-structure s de «(h) sera appelée p-noyau de (h, b').

On définit de méme la notion de catégorie d’homomorphismes (G, p, J(, )
résolvante & gauche en remplagant dans cette définition « par 3.

Exemples. — 1° (N, p, &, F.) est résolvante & droite.

29 Si pour tout e€C, et tout E€C, tels que e < E, on a $(Ee) =E,
alors (G, Id,, @, C) est résolvante a droite et a gauche.

3% Si pour tout SE€IC, et pour tout e << p(S) il existe socS tel que

p(s) = e, alors (G, p, I, 8) est résolvante a droite et & gauche Il en est
ainsi en particulier pour (o, w, @, Q) et (oM, 6, B, B).

7]
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4o (O, 0, B, B) n’est pas résolvante a droite.

Prorosition 11. — Si (€, p, 3, 8) est une catégorie d’homomorphismes
résolvante & droite et si ¢ << E dans G, entraine 3 (Ee) = E, les conditions
hea, hex, 2 (h)y=a(k') ol Blh)y =731

entratnent

/li';)‘ (B(R)y sy =N = (5(h), s),

”

ot s est le p-noyau de (h, h').

Démonstration. — Posons

pynp(h)y=/f e=3(/ et E=B(p(h));
on a
Le. f<p(h) et Ee. f<p(h'),
d’out
pynp(hy=f<Ee. f<p(hynp(h');
il en résulte f = Ee.f ct E = e. Les éléments

f et p(h)p(s) :p(h)p(u(h) );:»v)

sont égaux, car ils sont majorés par p(h), ont méme source p(s) et méme
but E. Done f= p(h) p(s). De méme, f= p(h') p(s). Comme

M,T (B(h)ss) = (BR), plh) pls), s) = (B(A), [ 5)
et :
/l'l;- (BLRY, ) = (3 (h), [ 5),

on a o
A= (B(h), )= (3(h), 5).
» r

Nous supposerons de plus dans la suite que #C est muni d’une relation
d’ordre << telle que (K, <) soit une catégorie inductive et que p soit une
application inductive stricte de (#H, <) dans (€, <), ¢’est-a-dire que (¢, <)
est une catégorie inductive au-dessus de (G, <) relativement a p (voir § IV).

Tukorime 3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(¢) (@, p, I, 8) est résolvante & droite et Uon a h' <h dans (€, p, I, 8) st,
»
et seulement si, h' < h dans &.

(¢') Sotent s€dC, et s'€Ho; on a s'xs dans (C, p, K, 8) si, et seule-
14
ment si, s'<< s dans 3C et dans ce cas B(ss’) == s; de plus, les conditions

hed, Hedt, a(h)=a(k) et [(A)=B(H)
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entrainent
plhnky=p(hynp(h).

Démonstration. — Supposons la condition (¢) vérifiée; alors on a
s'oes dans (&, p, 3, S) si, et seulement si, s <Cs;
dans ce cas, (s, p(s) p(s’), s') est un sous-homomorphisme de s, donc
(5, p(s)p(s), s)=sw =355 et B(ss') =s.
4
On en déduit que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) K<< h dans JC;

(b) (k') < a(h), B(A') < B(h) et p(h) << p(h');
(¢) W xh dans (¢, Id,,, &, ).

Solent h€ I et ' € IC tels que
q

A

a(h)y=a(h') et B(h) =3(n);

comme la catégorie d’homomorphismes (J¢, Id,, 3¢, H) est résolvante a
droite et que @ (hNA') est le 1d,-noyau de (k, k'), on a

Blank)=5(h),
d’aprés la proposition 11; par conséquent, on a aussi
Blp(Rynp(K)) =p(B(R)).

Soit s le p-noyau de (h, h'); les éléments p(R)Nnp(h') et p(h) p(s) sont
égaux car ils sont majorés par p(h), ont méme source p(s) et méme
but § (p(k)); de méme,

phyap(ly=p(h)p(s).
Par suite,

hi;‘ (B(h), ) = (B (R, p(R)p(s),s) = (B(R), p(h) N p (R}, s) =R'}=(B(A), 5)

»
et
A= (B(h),s)y<<hnh'.
Id
Les relations
2 (hnk)y < a(h), s<a(h) et  pla(kak))=a(p(h)np(k'))=p(s)

entrainent
alhnh'y <s.
Donc
Cs=a(hnh') et AN =hp- (B(h), s);
P
ainsi

plhnky=p(h)np(K).
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- Inversement supposons la condition (¢’) vérifiée; s1 "< h, on a

a(h'y oca(h), B(hYxB(h) et plhy<p(hy, d'ot o h.

»

Soient h et A’ deux éléments tels que

alh)y=a(h") et B(hy=8(h"Y;
puisque
alhnh'y<<a(h)
et
plalhnt )y =a(plhnh))=a(p(R)np(h)),
la catégorie d’homomorphismes (C, p, JC, $) est résolvante a droite.
Supposons A’ xk; posons
»

2(hy =3, (A =+, B(h) =s, et 3(h") =5s,.
Comme s"xs et s, xs,, les éléments
hs' ==l .55 et sih'=s5, .1
ont méme source s’ et méme but s,. Démontrons qu’ils sont égaux; en effet,
plhs'y =p(h).piss) et Py ==p(sis)).p(h')

sont majorés par p(h), et ont méme source p(s’) et méme but p(s,),
donc p(hs’) = p(s, #'). On en déduit hs’'= s, h’, d’or

We=s, W << (s,8,). K= hs'<h.
Ainsi I'axiome (c) est vérifié.

Remarque. — Le théoréme 3 est encore vrai (sans modification de la
démonstration) en remplagant I'hypothése : (4C, <<) est une catégorie
inductive, par I’hypothése : (¢ <) est une catégorie ordonnée (§ II, n° 6)
dans laquelle deux éléments ont une intersection.

Exemple. — Soit (G, p, #, 8) une catégorie d’homomorphismes résol-
vante & droite telle que JC¢, soit une classe inductive [3 a] pour la rela-
tion «; si 'on munit J¢ de la relation «, J¢ devient une catégorie induc-
tive et la condition (¢) du théoréme 3 est vérifiée. Il en est ainsi dans les

catégories d’homomorphismes (IR, p,, F, F,) et (om, 6, G., B) lorsque &
et &, sont munis de leur relation d’ordre usuelle. Par contre, (M, 6, &, ©) ne
vérifie pas la condition (c).

Soit (¢, p, ¥, 8 ) une catégorie d’homomorphismes telle que § contienne
le groupoide I' des éléments inversibles de JC et que (#¢, p, ) soit une.

E
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espéce de superstructures [3 a] au-dessus de (C, p, 8). Ces conditions
entrainent que (e, pp, #,8) est une catégorie d’homomorphismes.
Un élément h de JC sera représenté, soit par le triplet (3(5), p(h), a(R)),
soit par le triplet (3(h), pp(R), a(k)).

Remarquons que les conditions

se 8, Se ¥, et s S
P

entrainent p(s) 2 p(S) dans (G, p, K, S) mais, en général, elles n’en-
trainent pas p(s) «p(8).
v
Proposttion 12. — Soient s € I, et SE€ K,. Les conditions

S;ES» PP et BPS)P))=p(S)
7

entrainent s = S.
r

Démonstration. — So1t

J=(S,pp(S)pp(s), s)€dt;

on a
PP )=p(B(S)p())=pP(S)pp(s)
car
pp(SYp(s)) <pp(S)ppls),
2(B(SYP())=p(s) et BF(S)p(s)) =p(S).
Done

PU)=(P(S) pP(S)pp(s), p(s))=p(S)p(s) et j=(S,p(S)p(s) s).
Soit
F=(S,p(8)p(s).g". §) e, on g€,
On a
PE)=(P(S), p(P(S)p(s)). p(&), B (S = (F(S), (pp(S)pp(s).p(&8), B (S)),

d’ou
§= . ppS)pp(s).p(8"H, §).

De la condition s « S et de la proposition 4, il résulte
rp

g'=(sp(g) S e
Comme g'= (p(s), p(g’), p(8")), on en déduit

P(EY =g et g'=(s 4, S’)Ege‘

Par suite, s xS, d’aprés la proposition 4.
7
Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 47
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CororLAIRE 1. — Les conditions
hede, e, 12 o h, py <p(h),
»p

PP (a(h)ya(l)))y=p(x(h)) e BPEHR)EU)))=pB )

entrainent h' = h.
7

CoroLLAIRE 2. — Supposons que p vérifie de plus la condition
phsy =p(h) p(s) lorsque s < a(h).

Alors les conditions s xS et p(s) << p(S) entrainent s =S,

Ph 7
n elfei, de ces conditions il résulte
PP P =pp (S pp(s),
a{pp(SYypp(s)) =pp(s), S(ppS)ypp(s)y=pp(S),
d’ou
PS8y =5(p(S) ps))
puisque

BHSpEN<p(S) et p(BpSpEN =pp(S).

On est ainsi ramené aux hypothéses de la proposition 12.

Désormais, nous supposerons de plus que les conditions

e o, S€ I, et s<<PB(h)

entrainent p(sh) = p(s) p(h).

Prorosition 13. — Soient s€dC, et S€Iy; la relation s x5 dans
(3¢, p, 3¢,8) entraine s x S dans (C, pp, I, 'S). ’

v
Démonstration. — Posons | = (S, p(S) p(s), s) €IC; on a
J= (S pp(S)pp (5), %),

car on obtient égalité pp(j) = pp(S) pp(s) en utilisant les relations

pp () =p (p(S)p () <ppS)pp(5),
pp () =a(pp( )Y <a(pp(S)pp (s)) <pp (5)
et
pp(8)=58(pp () <B (pp (S)pp(s)) <pp (S).
Soit g = (S, g, S")€ X, ou g€C, tel que
a(pp(s)8) ==(g) et B (pp(s)g)=pp(s).

Montrons qu’on a _
(s, pp (5) 8, S)ea.
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En effet, puisque 5(s) < p(3(g)), on a
p(pSYp(E))=pp(s)pp(§)=pp(s)s;
des relations
a(p(s)p(g))<<p(S), Br()p(g)) <pl(s),
p2(p ) p () =p(p(5)) et pBEFSPEN)=p(P())
il résulte
a(p(s)p(g))y=p(§) et B(p(s)p(&) =p(s).

Comme s x $ dans (, p, 3, 8), on en déduit

Vai
(5 p(s)p () 3= (s, pp(s) 5 8) e
Ceci prouve qu'on a s =S dans (&, pp, 3, S).
rr
CoroLLAIRE 1. -— Les conditions h&€ JC, k' € K et h' x h entrainent h’' % h.
» iz

Cororraire 2. — St, pour tout s € JC, et tout SE& I, tels que s << S, on a
B(Ss) =S, alors s << S entraine s xS dans (C, p, 3, §).

En effet, ces conditions signifient qu’on a s = S dans (¢, 1d,, ¢, 4¢) et
le corollaire résulte de la proposition.

CoroLrLaIre 3. — Si (3¢, p, JC, S) est résolvanie & droiie et si la condition

suivante est vérifie :

Pour h€ dt et ' € I tels que

a(h)y=a(h") et 3 (h)y=5(r",

on a
plhnkly—=p(h)ynp (),

alors (€, pp, #,'S) est résolvante & droite.

Démonstration. — Soient h€IC et h'€H tels que a(h) = alk’) et
B(h) = B(R'); soit sle p-noyau de (k, h'); d’aprés la proposition, on a s xS
dans (€, pp, #,S) . Les relations

& =a(pMap(®)) e p(pR)np(W)=pp(R)npp(R)
entrainent pp(s) = a(pp (h) np[_)@')), donc (k, k') admet s pour pp-noyau
et (€, pp, J€, S) est résolvante a droite.

CoRroOLLAIRE 4. — Supposons que s 0 S dans (C, p, 3¢, 8) entraine s << S
dans 3¢, et B(Ss) = S; alors s x S dans (€, pp, 9€, TS) est équivalent d s gcg

- 4
dans (¥, p, *X,'S).

12
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Eneffet, s « S entraine s * S d’aprés la proposition 13. Supposons s x S;
comme ’ " "
J=(8,pp(S)pp (5),5) e,
on a
P =(p(S), pp()pp (). p(s))ezx e pp(s) <pp(8),
d’out p(s) ¢ p(S). Par suite,
P <p(8) dansze et B(p(S)p(3))=p(8).
S.

K

La proposition 12 entraine alors s

P

Provosrrion 14. — Supposons que (€, p, K, 8) vérifie la condition (c)
du théoréme 3 et que st S dans (C, p, H,'S) entraine s << S dans I;
alors (Jt’,ﬁ, X, 'S) est résolvante & droite si, et seulement si, (@, PP x,'S)
est résolpante 4 drotte.

Démonstration. — Si (¢, p, 4, 8) est résolvante a droite, (G, pp, 3, S)
est résolvante a droite d’apres le corollaire 3 de la proposition 13. Inver-
sement, supposons que (e, pp, ¥, 8) soit résolvante a droite; soient b€ JC
et B’ €JC tels que

2 (W) =a (B et ‘3(5):{3(71'),
soit s le pp-noyau de (h, h'). D’aprés laxiome (¢), s< S dans &
entraine s « S dans (G, p, K, 8), donc B(Ss) = S; du corollaire 4 de la

proposition 13, il résulte qu'on a s x «(h). De plus, les relations
7

p)<a(p(Rynp (), (Y p (B =pp(RYnpp (R
et
pp Gy=2(pp () pp (BN =p(a(p{R)ap (A
entrainent p(s) = a(ﬁ(ﬁ)hﬁ(ﬁ’)). Donc s est le p-noyau de (h, k')
et (J¢, p, 3, S) est résolvante a droite.

Tutorime 4. — Supposons vérifiées les conditions suivantes :

(1) (€, <) est une catégorte (J, J', I")-structurée (voir § 11, n® 6) complé-
tement réguliére & droite et le groupoide C, des éléments tnversibles de C est
un groupoide inductif (§ 11, n® 6).

(2) (K, <) est complétement réguliére & droite.

(3) H est saturé au-dessus de C et les conditions

hel, fWel, aW)y<a(h) e p(H)<<p(h)

entrainent h’ << h.

£z
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Alors 1l existe une sous-catégorie IC, de K contenant I telle qu'on att s’ << s
dans &, si, et seulement si, s'x s dans (C, p., I, I'), ot p. est la restriction
Hu

de p a K,

Démonstration. — Soit ¢, la classe de tous les éléments h€ K vérifiant
la condition suivante :

Soit s&€ Iy et s << «(h); soit p(h)”.p(s) la classe de tous les éléments g€ €
tels que g << p(h) et «(g) = p(s). Posons

P pis)= m (p(I)>. p(s)):
Alors il existe h|s€ JC tel que
fels<<h, a(h]s)=s et pllijsy=plh)|p(s).

Montrons que &, contient I En effet, supposons A&l et s << 2(h).
Soit g€ €. 'élément inversible induit par p(h)€C. sur p(s), dont Iexis-
tence est assurée par le fait que €. est un groupoide inductif. Nous allons
montrer : g = p(h)|p(s). On a

PRy p(s) <.

Soit g'@p(h) .p(s) tel que g'<< g Comme g.g™* < {3(g) et que C est
complétement réguliére & droite, on a

B s r=5(0g et (el e (B(g) 5 g ) =8¢

'),

;

d’ob g'. g €C.,. Puisque €. est un groupoide inductif, il en résulte

&g el cest-a-dire S () =08(g");

<

en tenant compte des relations g'<C g et «(g) = «(g’), on trouve g ==g’.
Ainsi p(h)| p(s) = g et, en vertu de la condition {3), il existe

(s, 8, s)efl et (51, & §) << k.
Done
h|s—= (s, 8, s)€3 et he s,

Montrons que ¢, est une sous-catégorie de JC. Soient

hedat, el hed, telsque a(h) =0 (k).

Soit s << a(h) et s,= 3(k|s); nous allons démontrer I'égalité
(fi-h)s=(hi|s). (h]$);

en effet, si k << p(h,.h) et a(k) = p(s), on a

k=gi.g" ou gi<p(h) et g'<(h),

9
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puisque (€, <) est (J, J’, J")-structurée. Comme a(g’) = p(s), on a
pyip(s)<g, dot  p(s)<a(g);
par conséquent,
p)Ip () <g - (a(&)ps)) et (pU)|p(s))-(p(h)|p(s) <k
ce qui prouve
(p () [p (s0) - (p (W) [p ()= () (p (hi-2)™.p (5)).
On en déduit
(b k) |s= (I |s).(k]s) et fnalement . € 26,
De plus, #C, est saturé par induction dans JC, car les relations

e, << h et s <a (A

entrainent
' < a(f) et plsy<<p (. (2(N)s)),

c’est-a-dire
foj s <<l (o (R') sy < I, d’on Lys'=n1|s e NMei,.
Il en résulte que si h€ I, et s, << 3(h), on a s,h€ i, donc
P10 = p () ) = pa(s)) po (1)
Par suite, on peut appliquer le corollaire 2 de la proposition 13 et 'on a :

s'<s dans 3¢, entraine ¢ ocs dans (C, p,, 3y, T).
Hu

— Inversement, montrons que si s'xs, on a s’ < s dans JC,. Posons
Hu

J=(sps)yp(s).s)ea,:

on a p(s")E€p(j) . p(s); soit
gep ()" -p(s)  telque g<p(s).
En utibisant les relations

a(8) =p(s), (P (B s=p(s) e g (p(shP(8)) =L

on obtient g == (p(s’) (g))™" et, puisque C. est un groupoide induetif,
g = p (s'). Par conséquent, p (s') = p (j)|p (s') et il existe

SIS = (s, p(5),8HeXk, avec §<Cs et p(s)=p(s).

D’aprés ce qui précéde, on a alors s, x s, done 8= s, < s en vertu du
Pu

corollaire 1, th. 1.

50



CATEGORIES STRUCTUREES. 379

Derinirion 10. — Avec les notations du théoréme 4, un élément de X,
sera appelé homomorphisme p-ouvert.

Exemples. — 1° Dans la catégorie d’homomorphismes (JY‘L, 8, B, ‘(5), un
homomorphisme f-ouvert est une application continue ouverte.

20 Dans (M, p_, &, F.), un foncteur F est pj-ouvert si, et seulement
si, F(@) est une sous-catégorie de B(F) pour toute sous-catégorie C
de «(F). En particulier, tout foncteur F tel que F, soit une injection
est p. -ouvert. A l'aide de la décomposition canonique d’un foncteur
(voir [3 a]) tout foncteur est donc le composé d’un foncteur ouvert et d’un
foncteur fidéle. Remarquons que la sous-catégorie &, de F vérifie la
condition (7) de la proposition 10.

Cas particulier. — Dans ce qui suit intervient, le plus souvent, le cas
d’une catégorie d’homomorphismes (N, p, 8¢, I'), ou I est la catégorie
d’applications construite au n® 5 et ol I' est le groupoide des éléments
inversibles de J¢. Nous supposerons I muni de la relation d’ordre

(B f ) < (K S B
si, et seulement si, ECE,, E'CE et si f est une restriction de f,.

Alors O est une catégorie inductive telle que 3(Ee) = E pour tout
e€M,, E€I, et ¢ << E; par suite, les relations

¢< E dans oM, et exk dans (O, Id,. 0N, OR)
sont équivalentes.
Dans (M, p, &, T'), on a s 2 S si, et seulement si,
psycp (S et (S, 1, s) g3,
Pour que s soit une sous-structure de S dans (N, p, J¢, I), il faut et
il suffit que les conditions suivantes solent vérifiées :
(1) On a p(s) € p(S) et (S, 1, s)€I(;
(2) Les conditions (S, g, S') €K et g(p(S))Cp(s) entratnent
(s, 8, 8) est.
Prorostrion 15. — Si JC est saturé au-dessus de N, alors (p(I), pB, #.)
est une espéce de structures, ot I, désigne la classe des p-injections.
Démonstration. — Supposons
s S, gep () el a(g) =p (8);
puisque p(I') est saturé dans JC, on a g’ €p(l), ot g’ est la bijection
induite par g sur p(s); les relations g'<< g et «(g’,s) = s xa(g, S)
entrainent (g’, s) « (g, S) d’aprés la proposition 6, donc

B(g's) fﬁ (& 8).
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Des définitions, il résulte que p(I') opére sur J¢, pour la loi de compo-
o ’ (I P P o p p
si1tion
(g, Sx s)—> (ﬁ (& S)» B (g, s)) si, el seulement si, a (g) = p (8).
» P

Soient
h=(S,hS)es e k=S, I, S) e

pour qu’une sous-structure s de S soit le p-noyau de (h, k'), 1l faut et il
suffit que p(s) soit la classe formée des x tels que A(z) = h'(z).

Prorosttion 16. — Si (N, p, &, ') est résolvante 4 droite, ' opére sur
la classe JC, des p-injections S = s telles que s soit le p-noyau d’un
couple (h, k'), ot a(h) = S. ’

En effet, soit (S, g, S) =g &l et s le p-noyau de (h, &), ou a(h) =S,
D’aprés 'axiome (R), le couple (g7'.h, g7*. ") admet un p-noyau s, = S,;
comme p(s,) = g (p(s)), il résulte de la proposition 7 qu’on a

g'= (s, 895 el.

Ainsi T’ opére sur ¢, par la loi de composition

(g-Sws) >8S»os si, et seulement si, S == a (Z).
Nous munirons & de la relation d’ordre :

(G F, GY) < (G, F, G)si, et seulement si, G* (1‘esp. G1) est une

sous-catégorie de G (resp. de GY) et si F est une restriction de F.
Alors & est une catégorie inductive supraréguliére au-dessus de I
relativement 4 p, au sens de [3¢]. De plus, (M, p,, F, F.) vérifie la
condition (¢} du théoréme 3. Les trois conditions
GLoGL, GLaxGY et GL< Gt

d’homomorphismes telle que I' soit le groupoide des éléments inversibles
de K. Du corollaire 2 de la proposition 12 et de la proposition 14, il résulte :

Prorosttion. — Les conditions s xS dans (F, p, 96, ) et sx$S
dans (W, p, p, 3, L) sont équivalentes. (5, p, 3, T) est résolvante a
droite si, et seulement si, (0N, P+ Py ¥, I‘) est résolvante 4 drotte.

Remarque. — Soit (I, p, #, I') une catégorie d’homomorphismes,
Pour que (S,: s) soit un monomorphisme strict [2] de J¢, il suffit
que s soit une sous-structure de S et qu’il existe une famille d’élé-

ments (S', h;, S), ot (€1, telle que p(s) soit la classe des = pour lesquels
on a h; (x) = h;(z), pour tout i€l et jEI. Soient h&€ IC et ' € IC; si (h, k') -
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admet un p-noyau s, alors s est un noyau de (h, &) dans 3¢ [2]. Si I est
saturé au-dessus de I, pour tout monomorphisme strict (S, g, S') de K tel
que g soit injective, il existe une sous-structure s de S telle que (s, v, S’} €T’;
mais un noyau d’un couple (k, A’) n’est pas toujours isomorphe & un p-noyau

de (h, h').

II. — Catégories structurées.

1. CATEGORIES D’HOMOMORPHISMES A PRODUITS FINIS. — Soit I, une
classe de classes contenant avec une classe toutes ses sous-classes, avec
deux classes leur produit. Soit M la catégorie de toutes les applications
de Me M, dans M’ € J11,.

Dgrinition 1. — Nous dirons que (N, p, 3¢, I') est une catégorie d’homo-

By

morphismes & produits finis st (M, p, K, I') est une catégorie d homo-
morphismes telle que I soit le groupoide des éléments inversibles de JC et que,
pour tout couple (si, $.) € I, X 3y, il existe une unité s, Xs, de I vérifiant
les conditions sutvanies :

(I) P 8) = p(81) X p(s).

(2) Soit p; la projection canonique de p(s,) X p(s:) sur p(s;), ot 1 =1, 2:

pilay, xy) =a; pour tout (xy, xy)€pP(s) X p(s:).
Alors on a
) Pi== (8 iy $i X 52} € 3.
(3) Les relations (s;, hi, s)€ I, 1 = 1, 2, enltrainent
(815X 895 | ey, Ma ), 5) €IC ot |yl ) (2) = (Ju(5), ha(3)) pour tout s€p(s).

Ces conditions signifient que le couple (s, s,) admet (s, Xs.; Py, p2)
pour produit [4] dans J¢.

Prorostrion 1. — Le produit s, X s: est complétement déterminé par les
conditions de la définition.
En effet si S est un autre produit de (s,, s.) vérifiant les conditions (1),
(2) et (3), on a
(8, v, si<s)el avec Y =p(s1) X p(s:),
d’oll S = s, Xs., puisque (C, p, I') est une espéce de structures.
Nous supposerons désormais que (I, p, I, I') est une catégorie d’homo-

Y

morphismes & produits finis.

Prorosrtion 2. — Soient fi= (s, fi, /) €IC, ot i =1, 2. Alors on a
(87 X 8y 13X fos 81X 82) €,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 48 .
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avec
(Six fo) (@, ) = (fil@1), folan)) pour tout (1, T2) €p (s1) X p(ss).
Avec les notations de la proposition 2, nous poserons

JUsX fom== (87 3¢ $hy J13< fay 8¢ 80).

Prorosition 3. — Les relations
sy oes, el s, s, 8 € 3y, s; €88,

enirainent
DA A S

En effet, on a
(51X 82, 1 X 1, 8} X §,) €8¢,

soit (s, X s, g, S) € I tel que g(p(S))Cpis,)Xp(s,). Comme (s; p:g, S)€ K
et pig(p(S))Cp(s;), ott t == 1, 2, on a aussi (s;, p;g, S)€ I, d’od

(8 < 8y, [Prgy pag]s S) == (s) < 5, &, S) e
Done

(513 8y) & (8 8.
Prorosition 4. — Les applications
(fo o) = fixfo e (foh) - fxfi
sont deux foncteurs équivalents de H X I vers H. Les applications
(oS 1) = (A=< f)x<fo et (fofuf) — Fix(BxFo)

sont deux foncteurs équivalents de H X X H pers IC.

Cect résulte des propriétés du foncteur-produit [3 d] dans I :

(Jo o) = Jixfe

La premiére équivalence associe & (sy, $:) € H,y X ¥, le triplet (s.Xsi,
Y, s1X82) ot Y(@i, &) = (22, ;). La deuxiéme équivalence associe a
(81, 83, 85) le triplet (s, X (s2Xs$3), Y/, (81X 82) X s;), ot

Y,(('T'lv Zy), ) = (&1, (&9 &3)), x,€p(s;).
DerinitioN 2. — On appellera sous-catégorie de I stable par produit
une sous-catégorie K' de K telle que, st f; €K', ottt = 1, 2, on ait
fix et

Remarquons que, méme si I' est contenu dans &', cette définition
n’entraine pas que (M, p, ', I') soit une catégorie d’homomorphismes a
produits finis.
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Ezemple. — I est une sous-catégorie de JC stable par produit, 'inverse
de fiXf:, ou fL€l et f. €T, étant (f7' Xf;").

2. DEFINITION DES CATEGORIES ET GROUPOIDES STRUCTURES. — Nous
désignerons encore par (M, p., F, F.) la catégorie d’homomorphismes
(§ I, n° 3) dans laquelle F est la catégorie des foncteurs (G, F, C) tels
que (G, F, c)e:m, et pz le foncteur 1

(L, F,et) (¢, F, e).
Nous désignerons par &’ et J¢” deux sous-catégories de JC contenant I

DeériNiTioNn 3. — Nous appellerons catégorie IC(HK', IC")-structurée
[resp. K ((H', I'), K")-structurée] un couple (Cs), ot CE€F,, s€IH,
et p(s) = C, vérifiant les conditions sutvantes :

(1) Ilexiste s, € IC, tel que p(so) = C,, (s, 1, s0) €I et (50X S0, [B, %], s) € H'
[resp. (so, @, s)E XK' et (sy, B, s) € HK'].

(2) Soit €k C la classe des couples (f', {) €CXC tels que f'.f soit défini
et «* Dapplication (f', )~ f.f, ou (f', HE€C *C. Il existe s"xsXs tel

13

que p(s') =C % C et lon a
(s, 7, 5') €.

En particulier une catégorie JC(I, H)-structurée sera appelée caté-

gorie JC-structurée.
2+

Prorosition 5. — Pour que (€, s) sott une catégorie (MK, I")-struc-
turée, tl faut et il suffit que (C, s) soit une catégorie 3C((IC, IC), K")-struc-
turée.

En effet, si (€, s) est aC((H, H), H")-structurée, on a

(($0% 80), [3, 2] s)eH

par définition du produit dans K. Inversement, la relation
($9>< 80, [ 3, 2], s) €3
entraine

(So> 1By als 8) == (50, %, S)EH el (s4, 5, s) €.

Une catégorie (I, JC")-structurée [resp. IC((H', o), H")-struc-
turée] est aussi une catégorie HK-structurée.

Prorosttion 6. — Soit (&, s) une catégorie I(K', K")- [resp.

(A, H'), K")-] structurée; U'élément s, défint par la condition (1) est
une sous-structure de s; par suite il est unique.
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En effet, soit s, un élément vérifiant la condition (1). Soit (s, g, S) € ¥
tel que g(p(s))CC,. Alors on a

(Soy %, 8).(8, &, S) = (80, 2, S) €HK et ag(x) =g(x) pour tout  x&p(S).

Donc

(80r 8 S)ea et Sy LS.
»

Il résulte du corollaire du théoréme 1 (§ I) que s, est unique.

DeriniTion 4. — Nous appellerons groupoide C(JC’, #")-structuré
[resp. groupoide H({(HK', H'), H")-structuré] un couple (G, s) vérifiant les
conditions suivantes :

(1) G est un groupoide.

(2) (G, s) est une catégorie (I, H")- [resp. HK((I', K'), 3C")-] struc-
turée.

(3) On a (s, j, s)EI, ot j(g) = g~! pour tout g&€G.

De la condition (3) résulte (s, j, s)€T.

Derinirion 5. — On appellera foncteur aC(H', H")-structuré [resp.
HH((HK', K'), H")-structuré] un triplet ((C), s,), F, (C, s)) vérifiant les condi-
tions suivantes :

(€, s) et (C), s) sont des catégories IC(HK', H")-structurées [resp.
(A, K'Y, 3C")-structurées).

On a
(¢e,,F,¢)edF et (s, F,s)ex.

yon

Soit K (', K"), la classe de toutes les catégories JC(I’, HK")-struc-
turées et G (HK’, #"), la classe de tous les groupoides F(J’, 3¢")-struc-
turés. Soit IC(I¢', K") la catégorie de tous les foncteurs structurés, dont
la classe des unités est identifiée a FC(JC', #"),. Désignons par :

p Tapplication ((C;, s,), F, (C, 5)) = (€, F,C) de #(HK', K") dans F;

P Lapplication (G, s,), F, (€, 5)) — (sy, F, 5) de 3¢(5’, ") dans JC.

Soit I' le groupoide des éléments inversibles de FC(J', J¢"). Appe-
lons G (3¢, 3¢") (resp. Tg) la sous-catégorie pleine de K (e, #") (resp.
de T') admettant G (XK', H"), pour classe de ses unités.

On définit d’une maniére analogue,

ae((a, o), %) [resp. g (3¢, 5¢), &)

dont le groupoide des éléments inversibles sera noté I' (resp. T'g).
En particulier, nous écrirons

B (e, 48) == A== BC( (¥, K), 5).
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Remarque. — Les deux foncteurs p et p, déterminent la catégorie

Y x

induite p*(¥, p,), équivalente & p.(JC, p), dont les éléments (voir [3 a])
sont les couples (F, h)€F x ¢ tels que pg(F>= p(R). On peut identifier
J(HK', K") & la sous-catégorie pleine de p*(F, p,) ayant pour unités les
catégories ¢ (I, H")-structurées. Nous allons démontrer que € (', JC")
est une sous-catégorie d’homomorphismes de la catégorie d’homomor-
phismes p*(F, p.) au-dessus de F. Un élément quelconque de p*(F, p,)
pourrait étre appelé foncteur structuré dans ¢, au sens vague.

Tutorime 1. — (F,p, H (', "), T) est une catégoric d’homomor-
phismes dont (F,p, G(K', 5"),Ty) est une sous-catégorie d’homomor-
phismes.

Démonstraiton. — Le seul point & démontrer est que les conditions

F=((¢, ), F, (€, yel et (C,§)edt (s, 5,
entrainent Dexistence de (C), 5,)€JC(a¢, H"), tel que (s, F,s)€a.
Puisque (M, p, I') est une espéce de structures, il existe (s, F, s)€l.

Montrons qu'on a (€, 51)63[,(( (', H")o. Solent sexs et s,xs, tels
que p(sy) = C, et p(s,) = (€}),. D’aprés la proposition 6 (§ I), on a

(s4, Fu,s0)el et (sy< 88y (Fx< F)u, sy<s)€l.

Il en résulte existence de s, €I, tel que
psyy =(€))y et (53, Fu, 50)eT, ou 5, xS et P(8) =¢C.
Alors (s;Xs;, (FxF), § x5s,)€l' et, d’aprés la proposition 6 (§ 1),
s,xs,. Comme H' DT, on en déduit
(315 51, (8, @], &) == (8 > 51, (F > F), 505 50)- (5, 5, [ B2 2], 5). (5, ¥, 5,) e se’.
Solent s'xsxXs tel que p(s)=C%C et s, xs;Xs, tel que
p(s)) = €, % C; en vertu de la proposition 7 (§ I), on a
(8}, (F<F)i, s el.
Soit 8"« §x s tel que p(s) = p(s); il existe
(51, (F < F), ) el, avec p(5,)=p(s))

et, d’aprés la proposition 6 (§I), s, « s, X5,. Comme J¢" contient I :

(3, 23, §) = (5, ¥, 5).(5, «, §) . (5, (FxF)y, ¥ ) e

Done
(€, 5)ese(se, ), et (e, &), F, (¢,5) el
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TrtoriME 2. — (F, p, JH (I, K'), K"), [") est une catégorie d’homo-
morphismes.

La démonstration est analogue a celle du théoréme 1.

TutorEME 3. — Si K est saturé au-dessus de M, alors (F,p, 3¢ (x', ®"),T),
(M, psp, (€', 3", T) et (I, P, K(K', K"), T) sont des catégories
d’homomorphismes.

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoréme 1,
aprés utilisation de la proposition 15 (§ I).

Dirinirion 6. — On' appellera sous-catégorie (resp. sous-groupoide)
H(H', K")-structuré de (C, s) € H (K, #"), une sous-structure de (&, s)
dans (5, p, (', #"), T)| resp. dans (7, p, G(ac', k"), Ts)|. On définit
de méme une sous-catégorie (resp. un sous-groupoide) J((a¢', 80'), H”)-
structuré.

Avant d’étudier les propriétés des catégories et groupoides structurés
nous allons donner quelques exemples.

3. Premiers mxempres. — I, Soit (JTL, 0, B, %3) la catégorie d’homo-
morphismes définie au paragraphe I (n° 3).

DerivitioNn 7. — Une catégorie (resp. un groupoide) B-structuré est
appelé catégorie (resp. groupoide) topologique.

Cette définition coincide avec celle de [3 b]. En effet, si (€, s) est une
catégorie topologique au sens de [3 b}, la condition (1) de la définition
d’une catégorie B-structurée est vérifiée en prenant pour s, la topologie
induite sur G, par la topologie donnée sur C. De plus la condition (2) est
vérifiée, s” étant la topologie induite par sXs sur C'xC. Ainsi la défi-
nition d’une catégorie topologique peut encore s’exprimer sous la forme :

1% Les applications « et 3 sont des applications continues de s dans s.

20 L’application %" est une application continue de s’ dans s, o s’ est
la topologie induite par sXs sur ¢ % C.

Nous verrons plus loin que la définition d’une catégorie #¢-structurée
peut toujours étre ainsi simplifiée dans le cas ou (I, p, #, I') est résol-
vante a droite.

IL. Soit & (resp. &) la catégorie des applications r fois différentiables
d’une variété r fois différentiable dans une autre (resp. sur une autre, de
rang localement constant); €’ sera considéré comme catégorie d’homomor-

phismes au-dessus de &.
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Dirinirion 8, — Une catégorie (resp. un groupoide) € (), €7), C")-structuré
est appelé catégorie (resp. groupoide) r fois différentiable.
Cette définition coincide avec celle de [3 b].
II1. Soit @, la classe des demi-groupes D+ (c’est-a-dire D est une classe
que nous supposerons appartenir & N, munie d’une loi de composition 1

associative}. Soit @ la classe des homomorphismes (D1, f, D1) entre demi-
groupes, c¢’est-a-dire f est une application de D dans D, telle que

S L) =f(z) 1 f(=) quels que soient z et 5'€D.

(@ est une catégorie d’homomorphismes au-dessus de I pour la pro-
jection (D&, f, D) — (D, f, D).

Remarquons qu’on a (Di,: D)€@ si, et seulement si, D1 est un
sous-demi-groupe de DY muni de la loi de composition induite par 1.

Prorosirion 7. — Pour que (&', L) soit une catégorie M-structurée il faut
et il suffit que 1 sott une loi de composition associative partout définie sur C
et que Uapplication

s f)—>gLlfs o gEC el fee,
soit un foncteur de €' X C vers C'.

Démonstration. — Soit (€', 1) une catégorie @-structurée; d’apreés la

remarque précédente, C; est un sous-demi-groupe de Cl, donc
ele€C, si e€l) et ¢ &c,;.
D’aprés la méme remarque, les conditions (g, /)€C*C et (g, ) EC*CE

entrainent
ELg L) =g )18 [))EC K

de plus, 7 étant un homomorphisme du demi-groupe (€% €}t dans C4,
on a

&'18)- (S N)=&-S) 1 (5]

et les conditions de la proposition sont vérifiées. Inversement supposons
ces conditions remplies; puisque (g, f) - g 1 f est un foncteur, on a

agrfNi=alg)ralf) et Blgrf)=B(8)1BU);
les conditions (g, /Y€C*xC et (g, ) EC % C entrainent
&g N=Ere)-(J L))
Done (€, 1) est (d-structurée.

IV. Dans l'exemple 111, on peut remplacer @ par la sous-catégorie &’
(resp. @") de @ formée des triplets (D1, f, D1) tels que D! et D} soient

59

2+



1+

388 C. EHRESMANN.

des demi-groupes admettant une unité 1 (resp. un élément o tel que
210==042=0 pour tout z&€D) et qu’on ait

S()y=1 [resp. f(o) =o].

Pour que (&, 1) soit @'-(resp. @")-structurée il faut et il suffit que (C, 1)
soit une catégorie d)-structurée et que de plus :

1€C; (resp. o €Cy).

Une catégorie '-structurée est une catégorie avec multiplication stric-
tement associative au sens de Benabou [1].

V. Soit G un demi-groupe. Soit [G] la catégorie définie de la facon
suivante :

Une unité de [G] est un couple (Z, 7), ot Z€IN, et y est une apph-
cation de GX Z dans Z, c’est-a-dire une lo1 de composition externe sur Z,
Ie composé v(y, z), ou YE€G et z€7Z, étant noté vy z. On suppose, de plus,
vérifié I'axiome

(1) (Y Yus =Y (vzsh ot ~egG, vel el s€l.

Un morphisme de [G] est un triplet ((Z', ¥"), T, (Z, 3)), ot (Z, ) €[G]s,
(Z’, v e€[Gl,, (Z', T, Z)€M et

vy T(s)=T(vys) pour tout €7 ettout veG.

[G] est une catégorie d’homomorphismes au-dessus de I relativement

a la projection
(2520 Vs (Zs ) > (2, T 7).

Soit [G, o] la sous-catégorie pleine de [G] ayant pour unités les
couples (Z, ) vérifiant 'axiome supplémentaire :

(2) 1l existe o€Z tel que vy 0o = o pour tout yE€G.

Si G admet une unité 1, soit [G, 1] la sous-catégorie pleine de [G]
ayant pour unités les couples (Z, y) vérifiant la condition

(2") 142 =z pour tout zE€Z.

Proposition 3. — Soit C une catégorie : pour que (€, ) soil une calé-
gorie [Gl-structurée (resp. [G, o]-structurée, resp. [G, 1]-structurée), il faut et
il suffit que les conditions suivantes sotent remplies :

(I) <G.7 X)G[G]O (resp. <@7 X.) G[G7 0]0’ resp. <€-7 X)E[G, 1]0)'

(2) (y7.C,) CC, pour tout YEG.

(3) Si (g, ) ECKC, on a

(vx8 YxS)€C * ¢ pourtout yeG
et
(xg)-(raNH=1x8-1)
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Dérintrion 9. — Une catégorie [G]-structurée sera appelée catégorie a
demi-groupe G d’opérateurs. St G est un groupe, une catégorie [G, 1]-struc-
turée sera appelée catégorie & groupe G d’opérateurs.

Exemples. — 1° Soit (C*, y) une catégorie 4 demi-groupe d’opérateurs G.
Si C* est un groupe abélien et si ¢'= G est commutatif, alors (C*, y)
est un anneau commutatif.

20 Soit E un espace topologique et G un groupe d’opérateurs sur E
tel que, pour tout YE€G, 'application

T o>y, ou xe€kE,

soit un automorphisme de E. La catégorie des jets locaux des applications

N

“continues de E dans E est alors une catégoric a groupe d’opérateurs G,
le composé yjif étant (51 9) (juf) (jo )75 ow & = f(a).

4. Carkeories pousLEs. — Soit (I, p_, F, F.) la catégorie d’homo-
morphismes définie au paragraphe L.

Derinition 10. — Une catégorie F-structurée sera appelée catégorie
double.

Proposition 9. — Soit € une catégorie et C, une sous-classe de C.

La relation (C', 1, CL) € F entraine que Ct est une sous-catégorie de €’ munie
de la lov de composition induite par celle de €.

Démonstration. — Soient f€C, et f'€C,; on a al(f) = «'(f) et, s1 f'1f
est défini, 'L f=f'.f puisque ! est un foncteur. Par suite, si f'.f est
défini, on aura

()= (f)=5() =5
d’ou f'1 f est défim et

Sof=f.fee.
Cororraire. — Pour que (€', L) soit une catégorie double, il faut et il

suffit que les conditions sutvantes sotent vérifiées :

(1) Gt est une catégorie dont C, est une sous-catégorte (C,)L.

(2) « et 3" sont des foncteurs de CL vers (C))L.

(3) €'k C est une sous-catégorie (CkC)L de CLXCL et »° un foncteur
de (C'% C)L vers CL.

Rappelons que la loi de composition dans la catégorie-produit C+x Gt
est définie par

(g8l ()~ 84))

si, et seulement si, g1 f et g'1Lf’ sont définis dans CL Dans CLXCL,
on a

g, g)=(at(g),at(g)) et Bg, &) =(p (" Br(&)
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 49.

61



3g0 C. EHRESMANN.

Taktorime 4. — Soit (C, CL) une catégorie double; alors (CL, C') est
ausst une catégorie double.

Démonstration. — Soient z1 €CL et 'L €Cl tels que (2’4, z4)€CXC.
Puisque (z'L, z1) est une unité de (C'xC)L et que % est un foncteur
de (C'x )L vers €L, on a z'1.zl€CLl Comme o est un foncteur de C*
vers (G, a'(zl)€Cl; de méme B'(zL)€CL Donc Gl est une sous-
catégorie. (Ct) de €. Solent (f, f)€C*C'; alors (ai(f’), at(f))E€C*C
puisque C'% € est une sous-catégorie de CLX CL et, " étant un foncteur,
on a

().t (N =x(ad (), 2 () =w (A ) = ) =D
Si '€, on trouve al{z)E€C,NCL puisque €, est une sous-catégorie

de €L 1l en résulte que ! est un foneteur de € vers (C1)'; il en est de

méme pour 1. Soit Clx CL la classe des couples composables dans Ct;
soit (g, /) €CL%x CL; comme & est un foncteur de CL vers (C))L, on a

F(grfi=a(g)ra(f) et (x(g)a(N)ect kel
Supposons
(g: Neectxel, (g, fHeetxel, (g g€ ke et (f,f)eCcKkC.

D’ aprés la condition (3) du corollaire de la proposition 9, on a
(g )L N =1 s11eC*k <
et
(g1, (g1 )= (s"g1S"])
On en déduit que CLx CL est une sous-catégorie de &' X € et que 'appli-
cation (g, f) > g1f, ou (g, [)E€CLXCL est un foncteur de (Clxk L),
vers €. Ceci prouve que (CL, &) est une catégorie double.

Prorosition 10. — Si (&, CL) est une catégorie double, on a

o

vnck= (et = (ed).

En effet, soit f€C; puisque o et {8 sont des foncteurs de Gt vers CL,
on a les relations

a(at(f))=ab(«(f); (B =5 ();
Elat(N)=atFN);  BEYHO)=LLE ).

Par suite (C))t= (CL).. Si z€CLNC,, on trouve

s=a'(s) =al (o (s)) e (et

Dérmiarion 11. — La classe (C,)L sera appelée classe des sommets de la
catégorte double (C', CL) et désignée par le symbole Cq,.
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D’aprés ce qui précéde, si (€, Gt) est une catégorie double, les condi-
tions suivantes sont vérifides :
(a) € est une catégorie.
(b) CL est une catégorie.
(c) o et B (resp. al et BL) sont des foncteurs de CL vers GL (resp.
de C vers C).
(d) Axiome de permutabilité : Si les composés (g'.g) L(f'.f) et
(g1f").(g 1) sont définis, on a
(&) ()= (1S (51 ])
(e) Clx Cl est une sous-catégorie (Clx Cl) de €' X C et Papplication z+
est un foncteur de (Clx CL) vers C.
< D

(f) €% C est une sous-catégorie
est un foncteur de (C'x €L vers CL.

(g) €, (vesp. C1) est stable relativement a 1 (resp. & .).
(h) S1les composés g'.g, f'.f, gL et g1 f sont définis, alors
(g L1 f) et (g'8f)-(g1))

sont définis et égaux.

"k €L de €L XEL et Papplication 7’

() Pour tout f€C, on a
a(at(f))=at(x(f));  FEHN)=EHEUN):
(B =8 =) B = E )

TrtorimME 5. — Soit € une classe munie de deux lois de composition .
et 1; pour que (C', CL) soit une catégorie double, il faut et il suffit que Uun
des trois systémes d’axiomes suivants soit vérifié :

(1) (a), (b), (0), (d).

(2) (a), (b), (), (), (2).

(3) (a), (b), (g), (h), (x).

Démonstration. — Montrons que le systéme d’axiomes (1) entraine
que (€', CL) est une catégorie double. Soient z'€C| et 2" €C}; si 2717
est définl, comme « est un foncteur, on a

(5L =a (M) 1o (5) =515 el
al et 3L étant des foncteurs, on a «i(z)€C, et BL(z)E€C,; par consé-
quent, C, est une sous-catégorie de Cl. Pour tout f€C, on a
o (ad(f)) = al(«'(f)) puisque « est un foncteur; de méme les autres

relations de Paxiome (i} sont aussi conséquence de I'axiome (c). Soit
(f', Y EC*C; de (i) résulte :

a(at(f))=at(a(f) =at(F () = (a2(f))
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et (al(f), at(f)) €C' % C; d’une maniére analogue, on trouve
(B Brumecxe.
Soit (g’, g) €C' % C tel que (g, f)ECLxCLlet (g, f)€CLx CL; d’aprés (c) :
(gLf)=2 (gL (S)=F (D 1F ) =5 gL/

done (g'if’,g1f)€C%C. On en déduit que %€ est une sous-
catégorie de CLX ¢4, Par ailleurs :

ak(g.gy=at(¢"). 2t (g)=BL(f) B () =53+ 0)

entraine (g'.g, f'.f)€CL%CL et, en vertu de (d), * est un foncteur
de (€% €L vers CL. Par suite (€, €L} est une catégoric double.

— Supposons le systéme d’axiomes (2) vérifié; s1 7 €C,, on a
al () =a(at () e

sl z7€C, et si (57, 2)€CLlx CL, le foncteur « applique l'unité (z”) )
de (ClxCLl) sur (3"1z)€C,; par conséquent C, est une sous-catégorie
de €L, 81 z1€CL, on a

a(y=al(x(st))ecl.
Soit (g, [)E€CLk CL; en vertu de (), on a (¢'(g), 2’(f)) ECLR CL et
2 (g1 f)=o (b g ) =t (2 (), () =2 (&) 12 (),

c’est-a-dire 2, et pour la méme raison 3, sont des foncteurs de CL vers (€))L,
En tenant compte de (/), cect démontre que (€, 1) est une catégorie
double.

— Enfin, supposons vérifié le systéme d’axiomes (3). Soit (g, fleCLlx CL;
comme précédemment, on prouve que (i) entraine (#'(g), «'(f)) €CLlx L,
en vertu de {h), le composé (g1 f). (' (g) L% (f)) est défini et, puisque C,
est stable relativement a 1, on trouve

gy ra ()= (g1/))

On en déduit que Paxiome (c¢) est vérifié; de plus Paxiome (h) entraine (d);
donc le systéme d’axiomes (1) est vérifié et (€, CL) est une catégorie
double en vertu du début de la démonstration.

Remarque. — 1° 5i tous les éléments z, 1z, ou z; €C) (resp. zi.z
ol zt € C}) sont réguliers 3 a] dans € (resp. dans C1), les seuls axiomes (a),
(b), (h), (v) entrainent que (€, CL)} est une catégorie double. En effet,
de (k) et (1) résulte

(5, 45) (33 15) =3, 45,
d’ou
2 (3, 13))=3,13 €C.

Cect prouve que (g) est vérifié.

6%



CATEGORIES STRUCTUREES. 393

20 Bien que les lois de composition . et 1 alent des propriétés symé-
triques, il sera plus commode de supposer que la donnée de la catégorie
double (€', €t) comprend aussi Pordre dans lequel on considére les lois
de composition; done (&, CL} signifie : € est la catégorie qui est struc-
turée dans & par CL.

Une-sous-catégorie double de la catégorie double (C') C4) est une sous-
classe €, de €, qui est une sous-catégorie de ¢ et une sous-catégorie
de CL. Alors (€], GL) est une catégorie double.

Un foncteur F-structuré sera appelé foncteur double. Par définition un
foncteur double F = ((C), CL), F, (€, L)) est défini par une appli-
cation F de € vers G, telle que (G, F, €} et (CL, I, L) soient des fone-
teurs. D’aprés le théoréme 1, les foncteurs doubles forment une catégorie
d’homomorphismes ( F, p,, F, F.), ou

Ps(F)= (¢ F, &);

d’apres le théoréme 2, ils forment aussi une catégorie d’homomorphismes
(:‘T-, Pas F, :‘T'..,>, ol
Ps(P) == (p7)4 F)=(cL. F, ¢b).
Catégories doubles de quadruplets. — Solent C, et C, deux catégories
ayant méme classe d’unités A. Soit [0 (€., @) la classe des quadruplets

<fl_») f'n fla f2)7 ou fieei, f;ecf’ i = 1, 2,
a(fi)y=a(/); a () =20 SN =2 (o B =5U0

Sur [3(C., &), on définit les deux lois de composition :

Fos Fos Fos ST U Fos fie SO =Ly 1o Sos frofis fo)  si, et seulement siy fo=f}:
For o0 Tos TV s L o o) = (Foofon Fos fis Jaufs) sy et seulement si, o= /.

DérintTioN 12. — La premiére des lois de composition sur [(C., C)
définie ci-dessus sera appelée multiplication longitudinale, la seconde,
multiplication latérale.

Proposition 11. — [O(Cs, €,), munie des multiplications longitudinale
et latérale, est une catégorie double. 7

La catégorie longitudinale sera notée[[](C., C,), la catégorie laté-
rale [ (€., C,); les applications source et but dans ces catégories seront
désignées par aT et B0, resp. par == et 37. La classe des sommets de la
catégorie double [J(C,, C,) s’identifie & A

Dirinition 13. — Etant données deux catégories doubles (&', C*) et
(e, @Y), on dira que (e, Cf) est une catégorie double quotient de <G', Gl)
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s’il existe une relation d’équivalence o sur C telle que C, (resp. C}) s'identifie
a la catégorie quotient [3 ¢] de C (resp. de C*) par ¢.

En particulier, le résultat suivant résulte d’un théoréme de {3 a]. Soit =

un foncteur double d’une catégorie double (€, C*) sur une catégorie
double (€, ). Soit ¢, la relation d’équivalence définie sur € par

f~f si, et seulement si  w(f)=mn(f).
Pour que (C,, ) s’identifie a la catégorie double quotient de (¢, ¢*)
par ¢, il faut et il suffit que = vérifie les conditions :
(1) S1 gi.f1 est défini dans €, il existe g€C et fE€C tels que g.f soit
défini, g, — = (g) et fi = = (7).
(2) Si gi1f. est défini dans CI, il existe g€C et f€C tels que gif
soit défini, g, = =w(g) et fi= =(f).

Tutorime 6. — Une catégorie double (€', C*) admet pour catégorie double
quotient une sous-catégorie de la catégorie double [ (C"(,, ¢, ouC, (resp. Gf)
est muni de sa structure de sous-catégorie de C* (resp. de ).

En effet I'application
ci S (B B 2t () 2 ()

est un foncteur double de € vers (€, ') vérifiant les conditions

ci-dessus.

DerinitioNn 14, — Avec les notations précédentes, Uélément c(f) sera
appelé cadre de f dans C.

Soit C une catégorie. Rappelons [3 a] qu'un quatuor de € est un quadru-
plet (£, 1, fi, f-) €T (C, €) tel que

S fi=S1 S
Soit (I € la sous-classe de O(C, C) formée des quatuors de C.

Prorosition 12. — [ C est une sous-catégorie double de [1(C, C).

Soit F = (€, F, €)€F; ce foncteur se prolonge en un foncteur double
OF = (€, 4 &), aF, (TI¢ =]€)), ot OF est Papplication définie

par
DF(f,-z,f,nflvf'l) :(F(f’z)’ F(flx)a F(f1)7 F(f2>)

66



CATEGORIES STRUCTUREES. 395

L’application [J : F— OF est un foncteur de & vers . Nous dési-
N

gnerons par[]| (resp. [—]) le foncteur de &F vers F :
ps-0: F—(Me, OF, [Me)=MF

[resp. p5.0: F—(Ele, OF, (He) =] F,

ou (G, F, @) €. Pour tout C€ F,, soit (C) I’équivalence de[[]€ sur [ C
définie par

(f,‘z’flﬂfufz)*%(f;’f’uf-”fi)

Nous désignerons par ¢ P'application € > 2(C).

Prorosition 13. — Avec les notations précédentes, ({—]|, ¢,[1]) est une

équivalence naturelle dans F.

Dans la construction précédente, on peut remplacer [JC par la catégorie
double [J(€, €) et la proposition 13 serait encore valable.

Soient €, une catégorie et (€', C1) une catégorie double; soit F(C, C}),
la classe des foncteurs de &, vers €.

ProrosiTioNn 14. — F (&, C)) est une catégorie pour la lot de compo-
sition (@', ®) - ®' L O, ou P'LO(f) = O (f)LP(f) st, et seulement si,
D' (f) L O(f) est défint pour tout fEC,.

Cette proposition résulte de 'axiome de permutabilité; I'unité a droite
de @ est le foncteur «* @, son unité a gauche, le foncteur 3t ®.

Remarque. — Si ® est un foncteur double de (¢, @) vers (€, ),
o' ® n’est plus un foncteur de €1 vers C*, donc la classe des foncteurs
doubles de (¢, &) vers (e, ¢') ne s’identifie pas & une sous-catégorie
de F(C, C)), contrairement & ce qui a été énoncé dans un corollaire
de [3 e].

La définition d’une transformation naturelle (¢, =, ) d’un foncteur ¢
vers un foncteur %' conduit immédiatement au théoréme suivant (pour

7

les notations, voir [3d]) :

TrtoreME 7. — Sotent C et C' deux catégories; la catégorie longitu-
dinale 9UL(C', C) des transformations naturelles enire foncteurs de C vers ¢’
s’identifie d la catégorie F (= €', €), en tdentifiant la transformation natu-
relle (¢', 7, ©) au foncteur PE€F (| &', C) tel que

Q)= (9'(N), (BN =), 9(f)  pour tout fec.
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Inversement P€F ([ €', €) s'identifie a la transformation naturelle
(¢'s 7 @), out
o= Lo, @' = ,Gm([)
et
(¢’ (e), t(e), t(e), ¢ (e)) =B (e) pour tout e€C,.
Ce théoréme montre que si (€, C') est une catégorie double, un fone-
teur ® d’une catégorie I' vers €’ peut étre considéré comme une trans-

formation naturelle généralisée de a*® vers B! ®. Nous verrons plus
loin (§ III) une autre généralisation de la notion de transformation natu-
relle, & savoir la notion de quintette [3e]:

5. CaTEGoORIES n-upLES. — D’aprés le théoréme 2, la catégorie F des

foncteurs doubles est une catégorie d’homomorphismes (I, p; ps, F, 7.)
au-dessus de JN. Nous verrons au n® 7 que cette catégorie d’homomor-
phismes est résolvante a droite et a produits finis. Par suite, on peut
définir des foncteurs F-structurés et plus généralement poser la défi-
nition :

Deérinerion 15. — Sott FU=* la catégorie des foncteurs (n— 1)-uples
considérée comme catégorie d’homomorphismes au-dessus de IR. Une caté-
gorie F “l-structurée sera appelée catégorie n-uple, un foncteur F"'i-struc-
turé, foncteur n-uple. Une catégorie 2-uple est une catégorie double.

D’aprés le théoréme 13 et le corollaire 2 du théoréme 14, si F*Y est

Iy

une catégorie d’homomorphismes a produits finis, résolvante a droite

au-dessus de I, il en est de méme pour F" = Fl'' = catégorie des

foncteurs F'"~'l-structurés, ce qui justifie la définition par récurrence.
b

Du théoréme 13, il résulte aussi que si (€Y),_, et (€7),_, sont des caté-
gories n-uples, alors la classe € X €, munie des lois de composition (1)) X (T:)
ou t = n, est une catégorie n-uple.

TatoriME 8. — Soit € une classe et soient L:, o t = n, des lois de compo-
sition sur C telles que G soit une catégorie. Pour que (C*),_, soit une caté-
gorie n-uple, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) Soient o' et (3’ les applications source et but dans C''; alors o' et B
sont des foncteurs de CY vers CY, pour tout i = n et tout j = n, j #i.

(2) Si les composés (g'1:8) L; (f'Lif) et (g L;f') 1:(gu;f) sont définis, on a

Eug) u(fufy=6" 1L ulgsf), od iZn e jZn

Démonstration. — Supposons le théoréme démontré pour une catégorie
m-uple, ol m =<~ n— 1, et montrons-le pour une catégorie n-uple. Soit
(et (€*),.,.,) une catégorie n-uple. Par hypothése o' est un fone-.
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teur (n— 1)-uple. Soit e'€Cl; on a o'(e))€Cl, puisque C} est par
définition une sous-catégorie (n — 1)-uple de la catégorie (n-— 1)-uple
(€%),_:_.. Supposons g1 f défini; puisque la classe Cl'xCY des couples

composables relativement & 1: est une sous-catégorie (n — 1)-uple de la

catégorie-produit (€%),_,_,x (%), ..., le composé («'(g)) 1 («'(f)) est
défini; du fait que lapplication

i (g, H>guf
est un foncteur (n — 1)-uple, on déduit
wh (o (9), &l (f) =M (o (g, ) = @ (g 1)),
d’ou
al(g) L (a2 (f) =a(gLf)

i

Ceci prouve que o est un foncteur de €Y vers @'; par conséquent,
la condition (1) du théoréme est vérifiée. La condition (2) résulte de ce

1

que 7' est un foncteur (n — 1)-uple. — Inversement supposons les condi-
tions (1) et (2) du théoréme vérifiées. Comme o' est un foncteur de €
vers CY si j£ i, on a
(! (f)) =a'(a(f)), ou feg
et
a'(e' L) =e' ;€' ot cect et e'ech

donc Ct' est une sous-catégorie (n— 1)-uple de (eY),_,... Nous allons
démontrer que (C‘?"“)*(C’"“) est une sous-catégorie (n— 1)-uple
de la catégorie (n— 1)-uple produit ("), izux(@¥)._ i Sup-
posons (g, f)E(C‘?'L‘)*(G‘l‘>; puisque a est un foncteur de et

vers CL, on a
w (g1 f)=2al(g) L. 2'(f)

donc (x'(g), #(f))e(e™)x(e*); de meme (F(g), F(f) e(c™)x(ch).
Supposons de plus (g fre(et) x(e') tel que g'1g et f.Lf solent
définis pour tout 2 =Z it = n. On trouve

2 (g7g) =o' (8') Lt () =B () LN =B (f'uf);
par conséquent

(('18) (S 1) e(et)x(er) pour aZizn

et (@"“)*(@1‘) est une sous-catégorie. Il ne reste qu’a montrer que z*

est un foncteur (n — 1)-uple. On a

(g 1) L)) = (8 1:8) 1 (f' L)
Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 50
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comme
@ (g 1)) =2 (g) Ll (f1) =B () LP () =B (g 1.f)

le composé (g's.f') 1.(g 1.f) est défini; la condition (2) cntraine

(g L) 1l M= 18) 1 (0= L) 1 1f) =t (g f) 1xb (8, )
Cect démontre le théoréme.

Soit (€Y),_, une catégorie n-uple. Désignons par 1. .. %" un fone-
teur (n — p)-uple tel que, pour tout j = p, on ait

1 L0 ;A si jAZ) et Wi=da'i ou [

Un tel foncteur est invariant par toute permutation de I'ensemble

(ti, ..., ¢ty en vertu de I'axiome de permutabilité [condition {2) du théo-

reme 8]. L’image de f&€C par un tel foncteur 2:...4* est appelée
(n — p)-face de f. Les o-faces seront appelées sommets de f; la classe des

sommets de € est la classe [ \C(,l Les 1-faces seront appelées arétes

de C.

it

Remarques. — 1° Soit (Y, ..., y,) une suite de foncteurs telle que
vi=, 3 ou Id, et ¥, == Id pour exactement p indices i. Pour tout f€C,
la famille (vi...v.(f))+. . .. sera appelée (n — p)-cadre de f, noté
¢n—p (f). En particulier, les (n-— 1)-cadres forment une catégorie n-uple,
la loi de composition 1 pour tout ¢ =< n, étant définie par

Cre—t (./v().l.; o (f) = o (./,,.l,f)
s, et seulement si, f* f est défini. Cette catégorie n-uple est une catégorie
n-uple quotient de (CY),_,.

20 Soit ! une catégorie. Par récurrence on peut définir une catégorie
n-uple (€)Y, dans laquelle tout élément s’identifie & son 1-cadre :

(@“f)l‘:@l,
en = ((@:ufl))l;’ (cuvwlx);
par récurrence on montre que, pour tout i =~ (n — 1), il existe une bijec-
tion 2, de €' sur O {(€"Nt (@+*N1); 1a loi de composition 1, sur €
est I'image réciproque par ¢, de la multiplication longitudinale sur &, (C*),
La loi de composition 1. est définie par

si, et seulement si, ' [ &', k' =k, k| k et h |k sont définis dans
= (w4, (e1)*). La catégorie n-uple (C)), admet pour sous-caté-
gorie n-uple la classe e™ définie par récurrence par

ell—¢e e c@:g((e@)h).
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En particulier
el =qe.

30 Soient €, = (CY),_, une catégorie p-uple et C, = (C*),_, uneécaté-
gorie n-uple, La classe 5 (C,, ¢,) des foncteurs p-uples de €, vers (G"i>ié,,
est une catégorie (n— p)-uple pour les lois de composition 1, ol
p <j < (n-—r1), définies par

(@'1,@) (f) = (¥ ()1, 0(/))

si, et seulement si, ®'(f) 1, ®(f) est défini pour tout fE€C. En particulier,
st p=1, la classe des foncteurs de €Y vers GY est une catégorie
(n — 1)-uple. Si p = (n - 1), la classe des foncteurs (n — 1)-uples de €, _,
vers (CY),_,_, est une catégorie. Un élément ® de cette catégorie peut

étre considéré comme une iransformaiion naturelle généralisée du fonc-

teur (n — 1)-uple ot ® vers le foncteur (n — 1)-uple 44 ®,

Prorpostrion 15. — Pour qu'une catégorie n-uple (CY, (€Y), ., ,) soit
un groupoide " U-structuré, il faut et il suffit que C* soit un groupoide.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire; montrons
qu’elle est suffisante. Pour tout f&€¢C, nous désignerons par ' Pinverse
de [ dans le groupoide G, II suffit de prouver que I'application f > f!

est un foncteur (n — 1)-uple de ((3"")24,-,:,, sur <Cl">gé,-£,,. Puisque b est
un foncteur de €Y vers €% on a

()= = (ali(sh) 1= adi () )y eck pour tout sfecl;,

L:

ol 21 n. Puisque «* est un foncteur de €Y% Y vers ¢, on

trouve
(F ) =t (g S = g )7 = e )T = g L)

donc Papplication f > ! est un foncteur de C* vers CY pour 2 =i = n
et <(3"‘, ((31")294“) est un groupoide &~ '-structuré.

DerinitioN 16. — On appellera groupoide n-uple une catégorie n-uple
(@l‘)ié,L telle que C* soit un groupoide pour tout i = n.

En particulier, il résulte de la proposition 15 que si (e, @') est un
groupoide double, alors (&, ¢*) et (¢4, €’) sont des groupoides F-struc-
turés.
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6. STRUCTURES D’ORDRE SUR UNE CATEGORIE.

Derinirion 17. — On dira qu'une catégorie n-uple (G*),._, définit un

ordre n-uple (*) si chacune des catégories C* définit un ordre <; sur la classe
de ses unités.

Dans ce cas, la classe A des sommets de (C*),__, est munie des n ordres
induits par <;. Remarquons que la donnée de A et des n ordres induits

ne détermine pas (G‘“),- - En particulier, soit une classe munie de deux
ordres <, et <C.»; soit Aj (resp. AY) la catégorie des couples (E, e),

ot e <,E (resp. e <.E); la catégorie double [1(A;, AL) est la plus grande
catégorie double définissant un ordre double qui induit sur A les ordres <,
et <C.; ceci signifie que toute catégorie double définissant un ordre double
induisant les ordres <7, et <C. sur A s’identifie & une sous-catégorie double

de (A, AY). Ce résultat peut se généraliser au cas ou l'on se donne
n ordres sur la classe A.

Prorosition 16. — Soit (@“),-é,, une catégorie n-uple vérifiant la condition :
Deux éléments de C ayant le méme ensemble de sommets sonl identiques.
Alors (GY),_, définit un ordre n-uple.

En effet, la classe des sommets de € C est identique a la réunion des
classes des sommets de a''f et 4Yf; par suite, si f et g ont méme ensemble

d’unités dans ¥, ils ont aussi méme ensemble de sommets et f = g.

Soit { la catégorie des homomorphismes entre classes ordonnées et
(o, w, 8, Q) 1a catégorie d’homomorphismes considérée au paragraphe I.

kY

(o, w, Q, Q) est une catégorie d’homomorphismes & produits finis, résol-
vante & droite. Le produit de (A, <) avec (A’, <C) est la classe ordonnée
(AXA’, <), dont I'ordre est I'ordre produit des ordres de A et de A’.

Pour que (€, <) soit une catégorie Q-structurée, il faut et il suffit que
les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) € est une catégorie et (C, <) est une classe ordonnée.

(2) f" <[ entraine a(f") < a(f) et B(f') < B(f).
(3) Silonaf'<<f, g <<g etsig.fet g .f sont définis, alors g'.f' << g.f.

Pour que (€', <) soit un groupoide O-structuré, il faut de plus que :

(4) f' << f entraine f'~* < f.

Prorosition 17. — Pour que (€, <) soit une catégorie Q-structurée,
il faut et il suffit qu'il existe une catégorie double (8, 8%) vérifiant les

(1) La notion d’ordre n-uple est 4 rapprocher de celle de classe n fois ordonnée
de Cantor [6]. ’
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conditions suivantes :

(1) € s'identifie a4 (St);

(2) 8t définit ordre < sur C'.

Démonstration. — 8’1l existe une catégorie double (s, 84) veérifiant les
conditions (1) et (2), posons €= ($!) et munissons € de la rela-
tion : f' < f si, et seulement si, il existe k€S tel que

J=3Y4R) et fr=aL(k).
Sif'<<f, on a
2 (fy=73L(x(h}) et 2 (=2t (xh), d’ou o < S
de méme 3(f") < 3'(f). Soit g€C tel que g.f soit défini; soit g'€C tel
que g'.f soit défini et qu'il existe k, €S avec

g=3th) et g=alkn

puisque $* définit un ordre sur (), les égalités

1"'(:1’(/.‘!)):1‘%3'(/{)):1'(;"’) et Siahyy =33k =2

entrainent z' k) = 3'(k); par suite k,.k est défini et Pon obtient

2 f=5Y K K), g =k b done g/ <Cx.f

Ceci montre que (€, <<) est une catégorie Q-structurée. Inversement
si /¢, <) est Q-structurée, soit © la catégorie des couples (I, ¢), ol e€C,
L€, et e <E. La classe & des quadruplets ((E,, e.),f, [, (E,¢)),
ou f'<<f, a(fY=e, 3(f)=e, 2(f)=E, 3(f) = E,, forme une sous-
catégorie double de (0(0, C) vérifiant (1) et {(2).

Soit Q' la sous-catégorie de £ formée des homomorphismes stricts,
c’est-a-dire des triplets {((A’, <C), h, (A, <<)) tels que les relations z’ < z
et h(z') = h (z) entrainent z = z'.

DEriniTion 18. — Une catégorie (&', Q)-structurée sera appelée caté-
gorie ordonnée; un groupoide A, &), Q)-structuré sera appelé grou-
poide strictement ordonné.

Pour qu’une catégorie {-structurée (¥, <) soit une catégorie ordonnée,
il faut et il suffit que les conditions :

r<f ay=alf) e BUH=B)

entrainent f'= f.
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Prorosition 18. — Un groupoide Q-structuré (¢, <) est une catégorie
ordonnée.

En effet, solent g€C et g’ €C tels que
g'<g  alg)=alg) et BlE)=PL()

On a
(=3 =s"

g <gg <y =B,

- &

a(g) =2(8) =g <g s <sg=als)
On en déduit
g8 =0(g) et  Flg=a(g)
Done
gt =gt et g—=g'.
Prorosirion 19. — Pour qu’un groupoide Q-structuré (&, <<) soit un

groupoide strictement ordonné, il faut et il suffit que la condition suivanie
soit vérifiée :

Pour tout f€C el tout e << «(f), il existe au plus un f'€C tel que f'<< f
et 2(f') =e. ,

Pour que (&, <) soit un groupoide strictement ordonné, il faut et il
suffit quil existe une catégorie double (8", $*) vérifiant les conditions (1)
et (2) de la proposition 17, que € soit un groupoide et qu’on ait :

(3) Les relations k€S, K es$, Bk =pB*) et o(k) = (K)
entrainent k = k'

DeriniTioN 19. — On appelle catégorie (resp. groupoide) fonctoriellement
ordonné une catégorie (resp. un groupoide) € muni d’une relation d’ordre
vérifiant la condition :

(1) L’application qui associe ¢ f€C la classe des éléments ['<< [ est un
foncteur généralisé [3 a] de C vers C.

D’aprés une proposition de [3 a], un groupoide fonctoriellement ordonné
est aussi un groupoide strictement ordonné.

Prorosrrion 20. — Pour que (&, <) soit un groupoide fonctoriellement
ordonné, il faut et il suffit que C" soit un groupoide et qu’il existe une catégorie
double (S, 8*) vérifiant les conditions (1) et (2) de la proposition 17 ainsi
que la condition :

(3') Soient fES* et z€, tels que «'(f*) = B(z). Alors il existe un et
un seul k€S tel que

BLity=f et ok)=3s.
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Démonstration. — Les conditions sont nécessaires en vertu de la propo-
sition de {3 a] citée ci-dessus. Inversement supposons donnée une caté-
gorie double (&, $t) vérifiant les conditions (1), (2) et (3'); alors, d’aprés
la proposition 18, (¢, <) est un groupoide ordonné. En tenant compte
des conditions (1) et (2), la condition (3') signifie que si f€C, e€C,
et e << «(f), 1l existe un et un seul f'€C tel que ['<<f eta(f’)=ce.
En particulier, les relations

ceC, et g<e entrainent «(g) <e, d’ou g=a(g)-

Soit d < g.f. Par hypothése, il existe k€S et k'€S tels que
a(ky=(a(f), a(d)); pBLk)y=f; BLH)=g e & (K)=§ (k).

Il en résulte

d=(at (K)).(2L(k)).

Soit Q” la sous-catégorie de Q formée des triplets ((A', <), k, (A, <))
tels que h vérifie la condition :

Si e’ < h(z), 1l existe 2’ << z avee h (') = ¢'.

Prorosition 21. — Pour que (C, <) soit un groupoide foncto-
riellement ordonné, il faut et il suffit que (C', <<) soit un groupoide
QA NG, &' nQ"), Q)-structuré.

Ceci résulte de la proposition 20.

Soit J, la sous-classe de Q, formée des classes inductives [3 a], c¢’est-
a-dire des classes ordonnées (A, <C) telles que toute sous-classe majorée
admette une borne supérieure, appelée agrégat. Soit J la sous-catégorie
de O formée des applications inductives entre classes inductives [3 al,
c’est-a-dire dont les éléments sont les triplets ((A', <), &, (A, <)) tels
que h vérifie les conditions :

(1).2' <<z et 2" <C z entrainent h{zNz') = h(z)NA(z'), ot zNz" désigne
la borne inférieure, ou intersection, de z et z' dans A.

(2) Soit C une sous-classe majorée dans A et soit U C son agrégat
dans A; on a

h(uC)=un(C).
(M, w, I, INQ) est une catégorie d’homomorphismes & produits finis
résolvante a droite. Une sous-structure de (A, <) dans J est une partie
sous-inductive faible [3a] de A. Toute sous-structure dans J étant

a fortiort une sous-structure dans , une catégorie J-structurée est aussi
Q-structurée.
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Pour que (€, <) soit une catégorie J-structurée, il faut et il suffit
que (G, <) soit une classe inductive et que les conditions suivantes soient
vérifiées :

(1) Les relations /<< f et f”<C f entrainent

alf'nffy=a(fyna(f);  BUNS) =B 0B

(I,) Les relations f;<C f, ou i€, entrainent
a(Ufi>: U =05 ﬁ<Uff>: s
e ‘et = i€l
(1,) Les relations g:<< g, f;<<f, ou t€1, (g, f)E€C*C et (g, [) ECKC

entrainent
(5:0g) - (finf;) = (& fIN(&;- ),
<Ué’i>-<Ufz>: U (gi-f1)-
il i€l il

Prorosition 22. — Soit (€, <) une catégorie J-structurée; sotent g et f
deux éléments de C; soit H la classe des éléments g'.f" tels que g’ << get f' <.
Alors la classe H admet un plus grand élément.

Démonstration. — Soit { g, f> la classe des couples (g’, ') tels que
gee,  fee, sg<g  f<S et alg)=B)

Soit G la classe des g tels qu’il existe (g', fY€{g, >; soit I la classe
des [’ tels qu'il existe (g, f')€{ g, f>. La classe « (G) est alors égale a
la classe 3(F). D’aprés la condition (2), la classe G, majorée par g, admet
un agrégat U G << g tel que «(U G) = U «(G). De méme F admet un
agrégat U F < ftel que 3(U F) = U B(F). Par suite, x (U G) = (U V)
et (U G).(U F) est défini; comme (U G).(U F) appartient a H, on trouve
UH= (U G).(UF).

Derinttion 20. — Avec les conditions de la proposition 22, le plus grand
élément U H de H sera noté gf et appelé pseudo-produit de g et f.

Remarquons que la loi de composition (g, f) -~ gf, partout définie, n’est
pas forcément associative.

Prorosition 23. — Soit (€, <) une catégorie J-structurée; le pseudo-
produit (g, f) — gf vérifie les conditions suivantes :

(1) Soient g€C, g €C, fEC et {'EC telsvque g << g et "< [ Alors
ona g'f < gf

(2) Soient g€C et fE€C; on a

Ple)<B(g) et a(gf)<a(f)
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(3) Soient s€C, et SEC, tels que s < S; on a
2 (Ss) =s=[(sS).

En effet les conditions (1) et (2) résultent de la définition du pseudo-
produit. Supposons s << S dans €&,. On a «(Ss) <<s. De plus s.s << Ss,
donc

s<<a(Ss)<s et s=a(Ss).

De méme
B(sS)y=s.

En utilisant les sous-catégories &’ et " de ( définies plus haut, posons
J’:Jnfl’ et J”:J(\Q”.

Les éléments de J’ sont les applications inductives strictes [3 a]. La sous-
catégorie J’ de J contient le groupoide des éléments inversibles de et
vérifie la condition (5) de la proposition 10 (§ I}, puisque toute restriction
d’une application inductive stricte est une application inductive stricte.
J” contient aussi J N, mais J” ne vérifie pas la condition (). Les sous-
catégories J’ et J” de J sont stables par produit (mais ce ne sont pas
des catégories d’homomorphismes & produits finis au-dessus de IN).

DeEriniTion 21. — Une catégorie J(J', J)-structurée sera appelée caté-
gorie inductive; si (C', <) est une catégorie inductive, un élément f’ lel
que [’ << f sera dit induit par f.

TutorimMe 9. — Soit C une catégorie et (C, <<} une classe inductive.

Pour que (€', <) soit une catégorie inductive, il faut et il suffit que soient
vérifiés les axtomes (1,) et (1.) ainst que les axtomes :

(I) Les conditions g'<g, f <f, (g [l€CXxC e (g, frECKE
entrainent g'. " << g.f.

(1.) Les conditions g’ << g, a(g') = a(g) et B(g’) = B(g) entrainent g' = g.

Démonstration. — Les conditions sont évidemment nécessaires. Montrons
qu’elles sont suflisantes, c’est-a-dire qu’elles entrainent 'axiome (I,), dont
nous reprenons les notations. Comme on a

a(ging;) =a(g) nalg;) =3(fHn3(f),
le composé h = (g: N g,).(f: N f;) est défini et, en vertu de (I,), on a
h<(ge.SIN(g I
Puisque g;.fi << g.f et g;.f; < g.f, en utilisant (I,), on trouve

a(gi-fing; f;) =a(f) nal(f)) =a(finf;) = a (k)
et
Blgifing; fi) =B(g)nB(g;)) =B(gng) =B (h).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 51
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De Paxiome (I)) on déduit alors
h=(gf)n(g;-11)-
On démontre d’une maniére analogue la deuxiéme relation de (I.).

Cororraire 1. — Pour que (€, <) soit une catégorie inductive au sens
de [3 c], il faut et il suffit que (€', <C) soit une catégorie J(J', J")-structurée.

En effet les conditions (I,), (L), (I,) et (1)) signifient que (&, <) vérifie
tous les axiomes d’une catégorie inductive au sens de [3 ¢| & I'exception
de 'axiome :

(1) Sik << g.f,1l existe g' << get f' << ftels que k = g'.f ; 'axiome (I,)
est équivalent a la condition ((€', <), #, (CxC, <))€ I".

Cororraire 2. — Dans une calégorie induciive au sens de [3 c], deux élé-

ments quelconques ont un pseudo-produit et la lot de composition (g, f) ~ gf
est assoctative.

Remarque. — Dans la suite de cet article, nous verrons que les caté-
gories JC(IC, JC")-structurées telles que ' et JC” vérifient la condi-
tion (3) de la proposition 10 (§ I) jouissent de nombreuses propriétés.
(Cest cette raison qui a motivé la nouvelle terminologic employée ici, car
la classe des catégories inductives au sens de la définition 21 est plus stable
pour certaines opérations que la classe des catégories inductives au sens

de [3 c].
Prorosrrion 24. — Soit (G, <) une catégorte inductive; soient f&€C
et ['€C tels que f'<< f; alors on a
S =8N SN = BN -
Démonstration. — En utilisant la proposition 23, on trouve

S =1y <Sfa(f)s L= <BUY S,

a (B (fe () < a(falf)) <x(f)

el
BB (falf N <BUND.

Posons ("= B(f) (fx(f")); comme f'< {’, on a

alf') <a(f") et B(f)<BEU).
Il en résulte

a(ffy =a(f") et L) =B01).

Puisque [, 2] est une application inductive stricte, les relations

S<s alf)y=alfy et BUH=RUN
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entrainent f'= f”. On montre de méme 'égalité
S=(30Nfy = f).

Cororratre. — Soit (€', <) une catégorie inductive; les conditions
sEC, Sec¢; et s<< 8§
entrainent
s==s(Ss) = (s8)s.

Proposition 25. — Soit (€, <) une catégorie inductive. Pour que (&, <)
sott une catégorie J(J', J")-structurée, 1l faut et il suffit que le pseudo-
produit (g, f) — gf soit associatif.

Démonstration. — La condition est nécessaire d’aprés le théoréme 9
et son corollaire. Si elle est vérifiée, soit k& << g.f; en vertu de la propo-
sition 24, on a

k=3K) (g N2k =GR g) (f=(h),
en utilisant associativité du pseudo-produit. De la définition du pseudo-
produit, il résulte
k= (UG).(UF),

ol G est une classe majorée par (3(k)g) et F une classe majorée par (fx(k)),
done U G << get UF < f. Ceci démontre que 'axiome (I)) est vérifié.

Soit (€', <) une catégorie J-structurée. Soit ¢’ la classe des tri-
plets (8, f, S) tels que
Jee, See, Sec, «(fi<S e B(H<S
Munie de la loi de composition
(S 58S 8= ("1 8)
sl, et seulement si, )
a(fy=3(f) e S =8,

G’ est une catégorie; les unités de C’ sont les triplets (S, e, S) ot e€C,

et ¢ << S. L’application f — (3(f), f, «(f)) identifie € a une sous-catégorie
de €.

Prorosition 26. — Avec les notations précédentes (&', <) est une caté-
gorie J-structurée, la relation d’ordre étant définie par (S, fi, S1) < (8', f, S)
st, et seulement si, S, << 8, 8, << S et fi<<f Si (€, <) est une catégorie
inductive [resp. J (', I")-structurée], (C', <C) est une calégorie inductive
[resp. J(J', I")-structurée].
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Démonstration. — Supposons f, = (S, fi, S) < f= (8, f, S) pour tout
t€l; ona

Uj::<Us;,Uﬁ,Us,-> et finfi=(S:nS), finf; S$inS)),

i€l i€l €1 H=

«<Uf;>:ux<f>> e alfinf)=a(f)na(F),

S(Un)=\Js) a0 i) =sins()

Ainsi les conditions (I;) et (L.) sont vérifiées. Soit
s

&S ) <g=(¢485)

g

1l

tel que g.f; et g.f soient définis; comme g.f; < g.f,on a aussig..f; < g.f.
Des relations
gfzfz: (Sli'y gi-fiﬁ Si)7

on déduit
e fon(g, [) =6 nS), (ging) - (finf),$inS) = (z:ng) . (finf;)

U(;w-ﬂ)=<usz', U (e LJs):(ké)lg)(Uf\)

‘el €1 253 i el

et

Donc (€', <) est une catégorie J-structurée. — Si (€, <) est une catégorie
inductive, les conditions
<l a(f)=a(f) e p(G)=6()
entrainent
S;=8, S, =8 et fi=f, d’ol f,:f
Ainsi Paxiome (I) est également vérifié dans (&, <<). — Enfin si (€, <)

”

est une catégorie J (J’, J")-structurée, soit

h= (5’1’7 h, Sy) < (8, & S’).(S’,f, S);
comine
h=g'.f', ou g<g et S
on trouve
Z:(S,’Lg’» a(g)). (a8, [, 81);

par suite, (G, <) est une catégorie J(J’, J”)-structurée.

CoroLLAIRE. — Si (€', <) est un groupoide J-structuré, alors (C';, <) est
un groupoide J-structuré.
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En effet, la condition (S, fi, S:) < (8, f, S) entraine
f1_1<f_‘7 d’ont (S17f1_175,1)<(s, fgl’sl)'

DériNttion 22, — Avec les notations précédentes, la catégorie (resp. le
groupoide) J-structuré (C', <) sera appelé catégorie des homomorphismes
locaux (resp. groupoide des isomorphismes locaux) associée & la catégorie
(resp. au groupoide) J-structuré (€, <).

Remarque. — La classe €' peut aussi étre munie de la loi de composition
(S, [ 88 (S, £, S)=(8", f 1, S) si, et seulement si, S'—=38S;,

ou f'f désigne le pseudo-produit de f’ et f dans (€', <C). Soit <, la relation
d’ordre définte sur C’ par

(811 /1y 8) <4 (8, f, S) si, et seulement si, §' =8, S=8, et  fi<Cf.
Une démonstration analogue a celle de la proposition 26 conduit a :

Prorosition 26 bis. — Si (€', <) est une catégorie J-structurée, alors
<(G’)J', <l> est une catégorie J-structurée.

Toutefois, méme si (€, <C) est une catégorie inductive, ((@1)", <l> n’est
pas une catégorie J(J’, J)-structurée.

Soit C" un groupoide. Rappelons (voir [3 a]) que (€', <) est un grou-
poide inductif si (€, <) est une classe inductive et si (€', <) est un grou-

poide fonctoriellement ordonné.

TuktorimE 10. — Les conditions sutvanies sont équivalentes :
(1) (€, <) est un groupoide inductif.

(2) (€, <) est un groupoide J((J'NI", I NI"), I)-structuré.
(3) (€, <) est un groupoide J(J, J' NI")-structuré.

Démonstration. — Les conditions (1) et (2) sont équivalentes d’apres la
proposition 21. Montrons I’équivalence des conditions (1) et (3). Un grou-
poide inductif est une catégorie inductive au sens de [3 ¢]; du corollaire 1
du théoreme 9, il résulte que (€', <) est une catégorie J(J, J”)-structurée;
comme f' < f entraine f'~* < /7, (€', <) est aussi un groupoide J(J, J")-
structuré. De plus les relations

g =) s<g e [f<J
entrainent

«(fy=a(f) e BgH=p(g),

et, en vertu de la proposition 20, g'= g et f'= f. Cect démontre que (C’, <)
est un groupoide J(J, #’ N I")-structuré. Inversement, soit (¢, <) un
groupoide J(J, J' N J”")-structuré. D’aprés la proposition 18 et le corol-
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laire 2 du théoréme 9, (€', <) est une catégorie inductive au sens de [3 ¢].
I ne reste qu’a prouver que les conditions g << ¢ et ¢ € C| enirainent g€C,.
En effet, on a

(g <e et B(g) <e

c’est-a-dire, en utilisant la condition (I.) :
(B ng)(gna(e)=(B()-8) n(g-2(8)) =F(g) &
puisque Uapplication »* appartient & J’, il en résulte
gna(g) =g  doun  g<a(g).
Des relations
gThe=a(g).als) et g <a(g),

on déduit, pour la méme raison :

g=a(g) €€,

Remarques. — 1° Méme si (€', <) est un groupoide inductif, le grou-
poide (¢, <) des isomorphismes locaux associé n’est pas un groupoide
inductif; en effet, les conditions e€C,, SEC, et e < S entrainent
(e, e, B) < (8, B, B), bien que (e, e, S} ne soit pas une unité de ¢'.

29 Pour qu’une catégorie inductive (C, <) soit fonctoriellement
ordonnée (définition 19), il faut et il suffit que (€, <) soit une catégorie
J(I, I")-structurée, que (C.,, <), ou &, est le- groupoide des éléments
inversibles de €°, soit un groupoide inductif et que €, soit saturé par
induction dans €. Exemple : la catégorie des surjections.

7. THEOREMES GENERAUX SUR LES CATEGORIES STRUCTUREES. — Dans
tout ce paragraphe, nous supposerons que la catégorie d’homomorphismes
a produits finis (N, p, JC, I') est résolvante & droite. K’ et K" désignent
deux sous-catégories de JC contenant I'.

Prorosition 27. — Pour que (C,s) soit une catégorie I-structurée,
il faut et il suffit que les conditions suivantes sotent vérifides :

(1) € est une catégorie, s€Jl, et p(s) = C.

(2) On a (s, a, s)€I et (s, 3, s)EI.

(3) Les conditions (sXs, !, s'Y€N et p(s’) = Cx € entrainent

(s, ", s’y e &.

Démonstration. — Ces conditions sont nécessaires; en effet si s’asXs
et p(s’) = C'% C, soit s" €3¢, tel que p(s") = C % C et (sXs,t,s")€IC.
Par définition d’une sous-structure, on aura aussi (s, t, s")€J¢, par
suite, (s, ¥, s”) €3C. Montrons que les conditions sont suffisantes. D’apreés
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Paxiome (R), le couple ((s, 2, s), (s, t, s)) admet un p-noyau s,xs tel
que p(s,) soit la classe des f€C pour lesquels f= «(f), cest-a-dire
p(se) = €,. Comme '
a(p(s))=¢, et B(p(s))=¢€
on a aussi
(80, @, S) €U et (50, B, s) €8C,

ce qui prouve que l'axiome (1) des catégories H-structurdes est vérifié.

Soient p, et p, les projections canoniques de p(s)Xp(s) sur p(s); on a
(s, apy, X 8) = (s, &, 8).(S, p1, s X s) €I et (s, Bpa s X 5)EXK.

L’axiome (R) assure que le couple ((s, zp,, sXs), (s, ip:, sXs)) admet

un p-noyau s xsXs tel que p(s’) = & x €. Donc (€, s) est unc caté-
gorie JC-structurée.

ProrosiTion 28. — Supposons que &' vérifie la condition (5) (prop. 10,
§ I}. Pour que (€', s) soit une catégorie IC{HK', JC") - [resp. JC((H', H"), K")-]
structurée, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) C est une catégorie; on a s€I, et p(s) = C.

{2) Ona (sxs,[B, a], s) €I [resp. (s, &, s)EIN' et (s, 3, s) € H'].

(3) Sis'xsXs et p(s’) = C % C, alors (s, 7, 'Y€ ",

Démonstration. — Supposons que (€', s) soit une catégorie JC(IH', H")-
structurée. D’aprés la proposition 5, il existe s,xs tel que

p(s0) =€, et (89 < 80, B, 2}, 5) €€,
En vertu de la proposition 3, on a s,Xs,xsXs done, a I'aide de (3),
on trouve s, Xs,%xsXs dans J¢' et
(s<s,[B, 2], s)es.
Ainsi les conditions (1), (2) et (3) sont nécessaires. — Montrons qu’elles

sont suffisantes. Un raisonnement analogue & celut de la proposition 27
montre que, dans J¢, il existe

Sy XS tel que p(s,) =C,
et
soes Xs tel que p (') =C'%C".

Par suite axiome (2) de la définition 3 est vérifié. De plus, comme

el

seXsexsXs dans ', on obtient, en utilisant la condition (2) :
(80 X 8o, [B, @], s)€ 3.

g

Le cas #((H', '), J")-structuré se traite d’une maniére analogue.
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Cororratre. — Si I’ et 3" vérifient la condition (o), pour que (G, s)
soit un groupoide IC((H', 8C'), IC")-structuré, il faut et il suffit que soient
vérifides les conditions (1) et (3) de la proposition 28 ainsi que les conditions :

(2') On a (s, a, s)€a’;

(4) C est un groupoide et l'on a (s, j, s) €K, ot | désigne Uapplication
f—~f" fec.

En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement si
elles sont vérifiées, on a

(5, B, 8)=1(s, 2, 5).(s, J, ) EX,
donc la condition (2) de la proposition est aussi vérifiée.

i

Prorosirion 29. — St K’ est stable par produit et vérifie la condition (a),
alors JC((I¢’, 3C"), H") est une sous-catégorie pleine de I (', H").

Démonstration. — Soit s € 3¢,. D’aprés ’axiome (R), le couple ((s, pi, s X ),
(s, ps,8Xs)), ol p, et p,sontles projections canoniques de p(s) X p(s) sur p(s),
admet un p-noyau s*xsXs tel que p(s') soit la diagonale A de p(s)X p(s).
Supposons (€, s) €JC((IH', I'), H"),. Les relations

(s, 2, )8 et (s, B, s)ex

entrainent
(sxs, Bxa, sxs)ese.

Puisque &’ vérifie la condition (s), on a
(s <s,t,s')es,
d’ou
(s <8 [Bya], sy =(sxs, (Bxa)sxs), (sxs, ¢, s')yed.

Par suite, (€', s) est une catégorie H(H’', H")-structurée, ce qui démontre
la proposition, car (s!, [1,t], s) € (voir théoréme 12).
Reprenons les notations définies au n® 2.

Tukorime 11. — (I, py, H(K', 3"), T) et (H, p,e, G (', K"), Tg)
sont des catégories d’homomorphismes saturées au-dessus de .

Démonsiration. — Le seul point 4 démontrer est que les conditions
(e, s) ese(ae, 5"y, et (5 F s)el
entrainent Pexistence de (€, §) tel que
((e,3),F, (e,s))el.
En effet, puisque F est saturé au-dessus de N, il existe C tel que

(&, F, ¢)eF,.
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Soit s, xs tel que p(s)) = €. Comme s, est un p-noyau (démonstration
de la proposition 28), d’aprés la proposition. 16 (§ I), il existe
Se XS tel que (5, Fi, 5) €T}
on a alors p(s5,) = €,. Comme &' contient I', on trouve
(50 <30, [ By 3 ], ) = Gaxx 5oy Fu < Fr, 803¢ 80) . (S0 800 [ By ], 8). (5, F—', 5) e,

ou @ et 3 désignent les applications source et but dans C,. Soit s’ xsXs
tel que p(s’) = C'% €. En utilisant la relation

(3x35, FxF sxs)el

la proposition 16 (§ I) assure Vexistence de

Fasxs telque (57, (FxTF),s)el, e pEF)=€%C.
Par conséquent :
G, %, 8)=G Fos). (s, ¢, 8).(8, (FxF), sy res.
Il en résulte
(e3)em@e, x"), e ((€,5),F, (e, s))ed (s, x).

Si de plus on a (C,s)€G(d, "), on obtient
(G, 78) = (5, F.8). (5,/, 8)- (s, F-, 5) €T,
oul j et j désignent resp. les applications f — f~* dans € et dans . Donc
((€,5), F, (¢, s))eg (o, 3.

CororLaire. — (IR, p, p, K (I, 3¢"), T) et (0N, ps D, G (3, K", )
sont des catégories d’homomorphismes.

En effet, supposons vérifiées les conditions

((e,5),F,(e,s))eT et (et s)eme(se, a"),.
Puisque (IN, p, I') est une espéce de structures, il existe 5, € I, tel que
(51; F, sx)er
et il résulte du théoréme 11 qu’on a alors
((E.I.’ 31), F, (cl, Sl)>EF'
Tuéorime 12 :

(8¢, Paer (5, 5¢'), 5€7), I') et (3, Py, G ((3€, 2¢'), 5¢"),Tg)
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 52
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sont des catégories d’homomorphismes saturées au-dessus de I
(o, pgp, B ((o0, 5¢), 5, T') et (Om, ps, G((4, 3¢, 5y, Tg)
sont des catégories d’homomorphismes et H s’identifie & une sous-catégorie
pleine de JC((H, H'), K").

Démonstration. — La premiére partie du théoréme se démontre d’une
maniére analogue au théoréme 11. Soit s€ I, et posons € = p(s).
Munissons € de la loi de composition (triviale) :

S N=r.r=r si, et seulement si, f'=f.

On a (s, %, s) €T, puisque «(f) = f pour tout f€C. D’aprés I'axiome (R).
il existe s'xsxs tel que p(s’) = @ xC = diagonale 4 de CXC. Les
relations

(sx<s, {4, t], s)ea et [he](e)=A entrainent (s, [t, t], s) €3¢,

Par ailleurs : (s, p,:, ') €I, ou p, est la projection de p(s) X p(s) sur p(s),
Des égalités

(s,’ !L7 L]‘ S)‘(S’ l’|L3 s,>:s, e" (S’ l]llﬂ s’)'(s/7 [LY L’L S):SY
il résulte

(8, 8 )= (s. pit, s")el.

Done (€, s) est une catégorie o ((I', I'), I')-structurée. Enflin Pappli-
cation
(3,8, ) > ((p(5),5), & (p(s) 5))

est une équivalence de & sur une sous-catégorie pleine de JC((HK', "), H”).

Tuatorime 13. — Si I et H" sont des sous-catégories de JIC stables
par produit, les catégories d’homomorphismes (O, p, p, 3¢(a’, 3", T),
(om, p.p, G (3, "), Tg) et (M, p,p, KK, &), 3", ") sont des
catégories d’homomorphismes a produiis finis.

Démonstration. — Comme F et # sont des catégories d’homomorphismes
a produits finis au-dessus de 1, pour vérifier que (M, p_ p, J¢ (K, ®"), T)

by

est une catégorie d’homomorphismes a produits finis, le seul point a
démontrer est que les relations
(€, syese (s, 5", et (&, 5)edk (5, 5,
entrainent B
(exe,sxF)em (s, i),
D’aprés la proposition 3, on a

SuX Fexs X5 et plsexF)=(€ %),
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Puisque
(S0 80, [By «], sy €8’ et (5, x50, | B, a], 5 )eat,
on a aussi
(503 $0) < (30X 50), [Br @] < [ By 2], s x 5) €.
En vertu de la proposition 4 il existe

((80X80) X ($0X3u), 1y (SoX 80) X (5 < 5,)) €T,
(S FL P TN =T (LT

(0> 50) < (50 50), 7 ([3, ] < LB, 7]), 5 < 5)
= (S0 Fo) X (80x5), [BxB,axal sxs)e.
Par ailleurs, il existe s” < (sX5)X (sX5) tel que
P(s") = (€} E) k(€ x ).

Des propositions 4 et 7 résultent

(x5 x(sxF), 7, (sxs)y x (sxs5))el et (s, v, s < ¥)el;
#C" étant stable par produit, des relations

(s, %, s)Yyea et (5, =, 5" )ea’,

on déduit :
(s 5, (¢ x ) (v1)~", ") €€,
Par suite, (G'X(T?', sXs) est une catégorie J¢(I’, H")-structurée.

Remarque. — La démonstration de ce théoréme se modifie aisément si
lon suppose que H est saturé au-dessus de I au lieu de supposer
que (M, p, K, I') est résolvante & droite. En effet, dans ce cas, la propo-
sition 15 (§ I) assure Pexistence de s” o (s X)X (sX5) tel que

ps)y=(exc)x(e=xe) et (8", v, ' < §5)el.
Ceci permet d’énoncer, en utilisant le théoréme 3 :
TutoriME 13 bis. — St H est saturé au-dessus de IR et si I et K" sont
stables par produit, (O, p_ p, 3 (3¢', "), T) et (om, Py D, (K, 5), 3¢"),T7)

sont des catégories d’homomorphismes & produits fints, méme st (R, p, K, T)
r’est pas résolvante & drotte.

Tutorime 14. — Supposons que HK' et K" vérifient la condition (o).

e

Soit (€', s) une catégorie (resp. un groupoide) 3 (', K")-structuré. Soit s « s
tel que p () soit une sous-catégorie (resp. un sous-groupoide) C de C.
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Alors (C,5) est une sous-catégorie (resp. un sous-groupoide) H (XK', HK")
structuré de (C', s). On peut remplacer dans cet énoncé H(K', K") par
ae((aer, 3¢, ge).

Démonstration. — En utilisant la condition (o) et la proposition 3, les
relations

Foes,  (sxs[B,ale,5)em et [B a](E)cexE
entrainent sXs xsXs et
(55 (B, a]t,3) = (3x5[B d],5) e,
ol « et B désignent les applications source et but dans €. Par ailleurs
supposons
s'as X s, §'aes x5, ps)y =C%¢& et p(F) =C%C.
D’aprés la proposition 3 et le théoréme 1 (§ I), on a
IXEXSXS et s s’

comme _

(8, 2,5)=(s, %, 8).(s, 1, )X et < (p(E))ce,
on trouve (5,%,s) €I, ot %" est la restriction de «" 4 C % C". Done (E, 5)
est une catégorie K (HK', K")-structurée et

(e, 5),, (€. 5)ex (s, a).

Des relations

(€, 5) 8 (F,0))€k(a, k') et £(p(9))cCC,

on déduit
(€, g, 8)eF e (5 g 0)e€d,
d’ol
((e,3), & (8, 0))em (o, ') et (&,5)a(C,s).
P

Méme démonstration pour les catégories K ((H', '), H")-structurées.

"

CororLraire 1. — St H et I
suivantes sont équivalentes :

1) (e, E)cic(@', s) dans 3C(3¢', R") [resp. dans G(x', x")] et il
P

vérifient la condition (3), les conditions

existe 5" o< s tel que p(s') = C.
p

(2) (€, s)eF(H, HK"),, C est une sous-catégorie (resp. un sous-
groupoide) de C'; 3 s dans ¥ et p(s) = C.
I3
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En effet si la condition (1) est vérifiée, on a

(e, 5)x(c,s) et (€,5)x(C,s),
g »
donce
(&, 5)=(e,3) e s=53.

CoroLLAIRE 2. — Si I et K" vérifient (3), les catégories d’homomor-
phismes <5a —ﬁ, %(‘w,: “tC”)’ f): (fy’«’ F; “’C((";C” gcl)’ JC”)) f’>a (."7’ I_)’ g} fg,);
(011, ps P, (K, X", T) et (911, PPy JC((K, K, K7), T) sont résol-
vantes & drotte.

Ce corollaire résulte du théoréme 14, de la proposition 14 (§ I) et du fait
que (M, p,, F, F.) et (I, p, ¥, I') sont résolvantes a droite.

Remarques. — 1° En général, (e, 3)0(((3', s) n’entraine pas § xs.
» r

Il en est toutefois ainsi lorsque (M, p, K, I') vérifie la condition :

51 (S, s)eda, il ~existe s =S tel que p(s) = p(s').

En particulier &, &, J vérifient cette condition.

20 Dans le théoréme 14, hypothése : J¢’ et JC” vérifient (5) est néces-
saire. Par exemple, soit (€, <) un groupoide inductif; un sous-groupoide
de €' qui est une sous-classe inductive faible de (G, <) peut ne pas &tre
un sous-groupoide inductif de (¢, <). Une sous-structure de (C', <)
dans J(J, J") ou dans J((J'AJ", J'AI"), J) est un sous-groupoide €
de € vérifiant les conditions :

(a) € est une partie sous-inductive de (C, <);

(b) Sif€C, e€Cy e < a(f), on a fe€C.

30 D’aprés la proposition 14 (§ I), pour que (C),s,) soit une sous-
catégorie (I, H")-structurée de (C, s), 1l faut et il suffit qu'on ait
(@, s,) = (€, s) dans (N, PP, H(I, K", T).

Dans la fin de ce numéro nous supposerons que K’ est une sous-catégorie
de HK stable par produit et vérifiant la condition (7).

La projection canonique d’une classe produit e, X e, sur e; sera notée p;
(ou éventuellement p; pour éviter des confusions), ¢ = 1, 2.

Soit (C', s) une catégorie JC-structurée. En utilisant 'axiome (R) et la
proposition 4, on peut construire les éléments suivants :

(@) saxsoXs tel que p(s,) soit la classe des couples («(f), f); on a
Yo = (8, Pat, Sa) == (5, P2, S¢X ) .($9X 8, 1, So) €I

et
Yo (Say X 1, $ X 8). (85, [, 1], S)EHK,
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Yo T2 T 5a et Yo TaTT S, c'est-a-dire v, €T.
(b) s,xsXs, tel que p(s,) soit la classe des couples (f, «(f)); on a
Ya= (8, p1v, s») €.

(¢) s3csyXs (resp. sy sXs0) tel que p(sg) [resp. p(ss)] soit la classe des
couples (B(f), f) [resp. (f, B(f))]; on a

V3= (5, pat, s3) €T et Y= (s, p1t, sg) €I

(d) sga%soX (80X 5) tel que p(sg.) soit la classe des couples (B(f), («(f),f));
on a
Ba== (5, popt, 532) €T.

Prorosition 30. — Sott s € 0, et sott & la lot de composition sur p(s) X p(s)
définie par

( a"

, )L (2, 2) = (r", x) si, et seulement si, x| —.x'.
Alors ((p(s) X p(s))L, sXs) est un groupoide K (I', H)-structuré.

Démonstration. — Posons p(s) = C. La classe des unités de (CxC)*
s'identifie 4 la diagonale A de CXC. Soit s,xsXs tel que p(s,) = A;
on a (voir démonstration du théoréme 12) :

(Soy [t t], s) €T,
d’ou
(503 50y | 3L, 2t ], s 3¢ $) = (505< 80, [1y 2] < [ 2y 1], s < s) €T
Soit st (s s) X (sXs), tel que

pst)=(ex eyt x (ex )ty
alors
(s>cs, 24, sYY=(s s, [ p.p/ys pop’ b, s1) €2,

ou p; sont les projections canoniques de (sXs)X(sXs) sur sXs et p; les
projections canoniques de sXs sur 8, i = 1, 2. Done

((exe)L, sxs)ese (T, &).
Enfin, il résulte de la proposition 4 qu’'on a
(sxs,/,s<s)el, o j(&, x)=(x,2").

Par suite, ((CX @)}, sXs) est un groupoide J¢(I', J¢)-structurs.

TrtorEME 15. — Soient (C, s) et (C', §) deux catégories I¢(HK', K)-struc-
turées telles que C,= C, et que les conditions s, s et p(s.,) = C, entrainent.

90



CATEGORIES STRUCTUREES. 419
so x 8. Alors il existe [ (s, s) € IC, tel que (m(@', e), O, s)) et (([(e, &),
O (s, §)) sotent des catégories IC(H', K)-structurées.

Démonstration. — Un quadruplet appartenant a3 O{C, €') est identifié
a un élément ((f', 1), (f, [)) €(@x e)x(€xE) tel que
(B, 370 B 2= (B, BN, (a0, 3TN,
ou et B (resp. & et B) désignent les applications source et but dans ¢
(resp. dans &). D’aprés la proposition 4, on a
T=((x8) x(sx3), 7, (§x3) x (§xs))el

et
V= ((850X o) X (80X 89), Tos (80>< 80) > (84 SU))EF,

oll
(TN D= (s )
'axiome (R) assure que le couple (%', k), ou

Bo== (S0 50) < (56 50)y (Bx @) < (B a), (sx5) = (Fxs))
ct v
ZI:((-“UX S0) X (80X o), (5 > 5) X (axa), (§xs)x (sx ?‘)):‘

admet un p-noyau [O(s, s) tel que p(O(s, 5)) = (¢, €). Du théo-

réeme 13, il résulte, (CX G)! étant la catégorie considérée dans la propo-
sition 30, que
S=((exe)tx(@x @) (sxs)x (5x3))
est une catégorie JC(HK', I()-structurée. D’apres la proposition 4, on a
T=((sx8) X (§x38), ¥, (§ XF) < (§x s)_)eI‘,
ou
VS TIN R =S ()
En vertu de la proposition 16 (§ I), il existe S = (sXs) X (sX§) tel que
(Sv ‘.‘”"7 O (57 3‘))61‘-

On voit que Yt est une équivalence de [1](¢, €') sur une sous-catégorie
de (€x @) x (€' ). D’aprés le théoréme 14, (Y’ (m(@', @')), S) est une
sous-catégorie K (H', dC)-structurée de Z. Donc, en vertu du théoréme 12,
(e, @), Ofs, E)) est une catégorie # (I, H)-structurée. Une démons-
tration analogue montre qu’on a aussi

(H (e, ), Os 5))es (s, 5),.
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Tuétorime 16. — Soit (&, s) une catégoric I (HK', I)-[resp.
(s, K'), 5¢)-Jstructurée. Il existe Os€ X, tel que ([T]C, Ds) el
(EH ¢, Os) sotent des catégories IC(IC, #)-[resp. J((dC', K}, IC)-]struc-
turées. Si (C', s) appartient & G (X', 3), [resp. a G((5¢', K'), 9], il en
est de méme pour ((T1€, Os) et (| €, Os).

Démonstration. — Supposons (C, s) € H (I, 3),. Un quatuor (W', ', f, k)
appartenant & [1C" sera identifié & un élément. ((A, f'), (f, A)) de O (<, &)
tel que A'.f = f'.h. D’aprés la proposition 4, on a

((sxs)x(sxs), 7 (sxs)x (sxs))el,
ou

T T (s Ry = (0 )5 (S5 )

Soit §'xsXs tel que p(s') = C'%C’; d’aprés la proposition 3, on a
s’ g (s 8) X (sX8);
de plus s’ X s’ est un p-noyau et la proposition 16 (§ I) assure existence de
(s'<s,v,8)el ot <.
En vertu de 'axiome (R), le couple ((s, " p:vi, S), (s, #" p27., 8)) admet
un p-noyau [Js x [O{s, s) {voir théoréme 15) tel que
p(ds)y=0¢c.
Par conséquent il résulte du théoréme 14 que
(@e,gs) e (Hew O

sont des catégories H (H’, H)-structurées. Si de plus (€, s)€G,, en dési-
gnant encore par j I'application f — f~' dans &, les relations
(X)X (sx8), a2 X)X (Fxu, OsHed el (X)) x (x)(OS)cOd
ol

Yo (A ) (s 1)) = (6 J7)s (S 1))
entrainent (Ds, Ty, Ds) €T, ou [1]j désigne Papplication k - k' dans [[]€.
Ceci prouve ([J1¢, Ds)e_go; on a de méme (=€, Os) €.

— Supposons (&, s) € IC((J', H'), H),; daprés ce qui précéde, on a
([I]@', DS)EH_CO. Soit [T1s, = Os tel que p (I:[[so) = ([:D C').,. Soit 1 'appli-
cation h — ((h, B(h)), («(h), k)) de € sur (([]€)s; les relations
V ﬁ:([ﬂso, I8 s) = ([D Sy [[vs Bl [ +]]s s)‘ezf(’,
et

o= (s, [T m“"t’) = (s, Pipi mso)eae,
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entrainent
il

r-E =% et K.E=s, d’ou rerl.
Montrons qu’on a (I_T_[so, o™, Ds)eJC’. En effet, soit
A= ((sxs) X (sxs), (Bx)x(ax1t), (sxs)x(sxs))es.
Soit s, le p-noyau du couple
((Soy @pap'yts 88> 50)5 (S0y BP2pPyty B> 52)).
Comme p(a,) (OC)Cp(si), on a, en vertu de la proposition 10 (§ I),
@, =a, (s, [15) €5¢.
7
Par ailleurs, on a
By== (§ X Sy Y3 >X< 4, 53X 55) €T
et
Wy== ($9X 8§, % X 1, § X §5) €I,
d’olt a;.a.€ I, Puisque p(as.a.) (p(s.)) Cp(ss), on trouve
@y = (@5.3) |~ (s2, 51) €€,
n
Finalement on obtient
(Mso, B, Os) =F".7pa.@, .3, € 3¢
De méme on prouve (mso, go, Ds)EJC’. Donc
(Me, Os)ez (5, &), ).

Pour la méme raison,
(FBe, Os)ex((st, 5y, 5),.

Cororraire. — Il existe deux foncteurs ﬁ et @ de la catégorie 3C (3C', IC)
[resp. ¢ ((5€', 5€"), 5), resp. G(K', 8C), resp. G((F', &K'), K)] vers elle-
méme et une équivalence naturelle <E{, g, ]:D) se projetant par p sur Uéqui-

valence naturelle (E, g, D])

Démonstration. — Soit ((C, 5), g, (C, s)) € X; d’aprés le théoréme 13,
on a
((€,5)", (g 8) > (g 8), (€ ) e,
d’ou
((5x3) x (§x3), ((§x8) < (gxg))t, Os) €.
Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 53
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Comme g'([1¢") - (Og) (O€¢)c OC, il résulte de la définition de Os
quon a

(05 Og Os)ex, cesta-dire (([[I€, O3), Og, ([[I€, O)) €.
Comme []| est un foncteur de & vers &, application ﬁ :
((€,5) & (¢, 9) (e as) 0e (Me, Os))
est un foncteur de ¥ vers K. De méme Papplication E :
((e5) & () ~((B¢, 0%, 0g (B3¢, 0s)

est un foncteur de JC vers 3.
Enfin, en vertu des propositions 4 et 7 (§ 1), on trouve

((s>8) < (sx8), %, (sx8)x (sxs))eTl,
ot
TS LIy = () (A )
ct
s(8) =(0Os vy, Os)el.
Par suite,

E(C, s) = (( He, o .v), v, (mc', O .v))el‘-

P

™l

(@, ) =2(¢).

Remarque. — Avec les hypothéses du théoréme 15, une démonstration
analogue & la fin de la démonstration du théoréme 16 permet de démon-
trer :

Tutorime 15 bis. — Si (', s) et (€, 5) sont des catégories IC((HK', H'), K)-
structurées, alors il en est de méme pour (m (e, 6), d (s, 5))

Ezemples. — 1° Si (C7, s) est une catégorie topologique, (L[1€, Os) est
une catégorie topologique.

20 Si (&, s) est une catégorie (resp. un groupoide) ordonné, alors
((T1€, Os) est une catégorie (resp. un groupoide) ordonné. Si (¢, s) est
une catégorie inductive, <[Il c, Ds) est une catégorie inductive.

30 8i (¢, &) est une catégorie double, <[D e, e BG) est une caté-
gorie triple, ou ¢t désigne la classe 1€ munie de sa structure de sous-
catégorie de la catégorie-produit (C*)*. Plus généralement, si (C%),_, est.
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une catégorie n-uple, alors ([D et (@D‘l")z i én> est une catégorie n-uple et

(m@h’ (chi>‘2éién7 Ecln)

est une catégorie (n + 1)-uple. En particulier, soit € une catégorie. Par
récurrence sur n, on construit la catégorie n-uple :

CE = (C!I] "'i>

i=n

définie par
cE]:(mc, He) et el — (my(e), (M0, ., = ().
On obtient les formules

= (e, ((aEren™ "),
ou

mnc:c et mlle:m(m”_l@);

le symbole (D(m’r"'C))D"'/EI désigne, en accord avec les conventions

posées ci-dessus, la classe O([[J"'€) munie de sa structure de sous-
catégorie de la catégorie produit ([ (m”—i G))WI". La catégorie n-uple ekl

el

est identique a la catégorie n-uple

du n° 5.

construite dans la remarque finale

Rappelons que si € est une catégorie, on appelle catégorie des trios de C,
notée 1€, la classe des triplets ((f', ), h) €(CXCE) X C tels que

a(f)==z(h) et 2(J)=3(A),
munie de la lot de composition 7 :
{7, D o, NHs =7, S), k) si, et seulement si, f= /'

Triorkme 17. — Soit (C', s) une catégorie H(HK', H) - [resp. JH{(HK',
9", 3C)-]structurée. Il existe TJs€ IC, tel que (TC", Js) soit une catégorie
Je(I’, ) - [resp. JC((IC', J"), IC)-]structurée; si (C, s)€G (I, IC)o, on
a aussi (JC', Os) € G (3, K)..

Démonstration. — En utilisant la proposition 4, on voit qu’on a
T=(s>s, apax P, (sxs) xXs)€a et = {(sxs, mlap xa),(sxs)xs)en,

ot 7 (fi, fu) = (f2, f1). Comme TC est la classe des éléments ((f', f), k)
tels que
P@ES ) R =(a(f), B(1) =p &) (F 1) 1),
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laxiome (R) assure lexistence de s« (sXs)Xs aveec p(Qds)= 1C.
Puisque JJC est une sous-catégorie de (CX€)*x €, il résulte du théo-
réeme 14 et de la proposition 30 que (JC, TIs) est une catégorie
H (', &)-structurée. Si de plus (€, s) € G (H', 4),, pour la méme raison
on a aussi (JC, Js)€G (I, K),. Si (C, s) est une catégorie H((H,
H'), #)-structurée, il existe s, « s tel que

p(s0) = (3¢
Montrons qu'on a (]so, @, js)GZfC'. En utilisant les propositions 4-et 7
(§ 1), on trouve ’

U= (s X ($0X 8), %, (53X 8) Xs).
(8 8y) X8 X ne ($,X8) X ). (($yX 8) X8, (axt) X, (§X8)XS),

ol
YW e)s By = (' (e R));
Wa== (§ < S0y 4> 0y § XX 8). (53X 8, X 75, § X 53) €I
et
dy= ((s3<8) X 84, ([t t] < 1)ty s%) = (T o, 55) €T
»
L’axiome (R) permet de construire s, = sXss tel que p(s,) soit la classe
des triplets (f, (3(h), k) pour lesquels «(f) = «(h). Des relations
pE)y(3€)cp(s) et p(@) (p(s))Cp(sa):
on déduit 4 P'aide de la proposition 16 (§ 1) :
dy=a b (s, Os) € et W, (s 5)€XC.
4 Yd
Il en résulte

(D s0y 23, As)=wy.@,.@, €3 et (I C, T1s)€a (4, 5C), 4¢),.

Cororratre. — Soit (C', ) une catégorie JC-siructurée; on a

T=((3J¢,0s), 7, (IEC', Ds))EZ_C,

(A ) (fR) = (U5 0 B).

Si (C, s) est un groupoide J-structuré, on a < €T.

Démonstration. — En vertu des propositions 4 et 7 (§ I), on a

(O 7, O18) = ((s>X8) X8 Y (p2axt), (§X8) X (sxs))p (s, Os) €8,
P

1SS s RY) = ) )
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Montrons que si de plus (C),s) eg},, on a aussi ([Os, =%, Js)€ .
En effet, d’aprés la proposition 4, on a
(sx<s,m sxs)el, ou w(f, by ={(h, f).
Soit
Diz= (83 (s 8), 13X (13X ), X (s 8)). (s (s 8), (¢ xm) ¥, (sxs) xs)el;
la proposition 16 (§ 1) assure l'existence de s, xsX(sXs) tel que

¥, =Dy = (s;, Js) el
r

En vertu du théoréme 1 (§ I), on a
sps X §, o p(s)=€C% ¢,
d’on
(sX8, (¢ X %) 1, 8) €4
comme (:X %) (p(s:))Cp(s’), on trouve
by= (s, ', 8') . (8, (1 X ®) 1. 8,) €I,
D’aprés la proposition 4, on a
TiI=((sxs) < (sx38), vy sx ((sxs8) xs))el,
ou
(SN Y = S ).
Il en résulte
(7;1:?1.(52.5’1 x 3 s). (Qsx3s, {1, t], Js)ea

et
p(L)aey=«1(a¢)cne.
Donc B
b (Os, 3s)=(0s 7 0s)ex et (3s, 7, Os)el.
B
Remarque. — En général si (€, s) appartient & 3C(5¢, 5¢"), il n’en est

pas de méme pour (m c, Ds) et (JC, Os). Toutefois, si #” est une sous-
catégorie de H stable par produit, vérifiant la condition (7) et contenant JC’,
on a :

Tutorime 18. — St (C, s) appartient @ (I, K")o, il en est de méme
pour (mc", L__]s), (e, as) et (3E, Os).

Remarque (ajoutée a la correction des épreuves) : Soit (€', s) une caté-
gorie H-structurée et p une relation d’équivalence sur C telle qu’il existe
uue catégorie quotient €'/p de €. S’il existe une structure quotient [3e]s/s
de s par ¢ dans (O, p, #, T'), en général (C'/p, s/p) n’est pas une caté-
gorie ¥ -structurée. C’est pourquoi nous avons été amenés a définir plus
récemment la notion de catégorie faiblement ¢ -structurée, stable par
passage au quotient (voir Structures quotient, act. polycopié, Paris, a paraitre

dans Comm. Mat. Hely.).
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CATEGORIES STRUCTUREES *)
II. QUINTETTES ET APPLICATIONS COVARIANTES

par Charles EHRESMANN

1. Catégorie double des quintettes.

Les notations sont celles utilisées dans les paragraphes I et II. En particulier
mo est une classe de classes contenant avec une classe toutes ses sous- classes, avec
deux classes, leur produit; M est la catégorie de toutes les applications (M’, f, M)
telles que M e?ﬂo et M' émo . Nous désignons encore par .cfo la classe de toutes les
catégories C+ dont la classe support C appartient a4 M, par F la catégorie de tous les
foncteurs (é"', F, @*), ou C+ 630 et O+ 63:0, par 3"(_@"", C1) la sous-classe de F
formée des foncteurs (C+, F, C*).

- Soit @*E?o; nous représentons par mC+ et BG" les catégories longitu-
dinale et latérale des guatuors (voir I1,5) de C*, par o™, 8™, aEi et ﬁB les applica-
tions source et but dans chacune de ces catégories. L'application o™ : f o
(f, B, alf), ), ou fe€ e, définit un foncteur double de (€°, C+) vers (ED@"‘,B@*)

od o désigne la loi de composition (triviale) :
(fr'. N~/ si, et seulement si, [ = f.
Nous noterons ™ I'application inverse : (f, 5(f), a(f), f) » { qui définit un foncteur de
([1]@*)@ sur C*. De méme 1'application o8 : [+ (BN, f [, af)) définit un foncteur
double de (C+, C°) vers (1 C*, 8 C*) et nous désignerons par ;LB I'inverse
B 1o alf)~f de (HC, sur €.
De plus nous écrirons :

‘ol = MM gM_ ,mam 'aB=yBaB et '59=#559.

™
) Voir Références.
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2 C. EHRESMANN

Si (G-‘-, E, C+) eff, rappelons (II, 5) que la restriction a OC+ de I application
produit F X F X F X F définit un foncteur double :
(@@, Be+, oF ,@me+, Bew.
Soit C+ ¢ ‘fo . En vertu de la proposition 14,11, F( BE", C+) est une catégorie
pour la loi de composition définie par :

si, et seulement si, W'(f/)fTI¥(f) est défini pour tout [ € C;
alors W' [V est le foncteur défini par: [ @' ()O¥(f).

CAR SR Suul g

F(C+,C+) est une classe d'objets pour F( H@*,G*), la bijection canonique sur
F(He-, @), étanc:
FosFP=gF.(HC+ T, CHy.
Soit JU la classe de tous les foncteurs ¥ tels que B¥) = E]G*, o C+e ff’o.
D'aprés le théoréme 7,11, JU s'identifie 4 la classe des transformations naturelles entre

foncteurs appartenant 3 F, en identifiant ¥ avec ('8TY, ,LLB‘IJO, dy),

h A N g
4 \
F¥'(f) FY(f) ¥ref) ¥(f) /
g’
g e .
HB(F) < e
OF
¥

PROPOSITION 1. F opére (resp. opére & droite) sur JU pour la loi de composition défi-
nie par :

si, et seulement si, (¥)= B aF).

st, et seulement si, [B(F) = a(¥V)).

(F,¥)»F¥=0F.¥
(resp. (¥, F)-¥Y.F
L'espéce de structures (resp. l'espéce de structures a droite) correspondante (1, 7) est
sous une espéce de morphismes (I, 3). ‘

DEMONSTRATION. La premiére partie de la proposition est évidente. Munissons J de

la structure de catégorie équivalente a la catégorie somme des catégories F( HE+, e,
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ot C+e 50 et C+ 63"0. Si le composé F(¥'IY ) est défini, ona:
a(¥) = a(¥) et A¥) =AY = Har,
donc F¥ et F¥' sont définis; de plus, on trouve :
F¥'m¥)=0F .¥'M¥)=(QF.¥Y)YOO(OF.¥Y) =F¥Y' (JFY¥Y,
puisque ((TOA(F), OF, [ a(F)) €F. Enfin, si ¥ est une unité de 1, F¥ =(OF).¥
est aussi une unité; par suite Ia condition ¢ de 1,5 est vérifiée, ce qui démontre la
proposition. De méme l'espéce de structures 2 droite (F, a, Y1) est sous une espéce

de morphismes puisque

(U'o¥).F =(¥'. AW .F)

par définition du composé v'my.
ﬁm e
FY¥’ p
F(Y'm¥) 'y :
BTw
FY¥ ¥
aPy
B(F) - a(F)
F

DEFINITION 1. On appelle quintette de F un quintuplet (F', ®". ¥, ®, F) tel que
(F', ®',®,F) e (¥, F) = catégorie des quadruplets de (F, F) (voir 11,5), ¥ €N,
dOY = (@', F )T ¢y SO = (pr )00,

La classe des quintettes de F sera notée Q(F).
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PROPOSITION. O(F) est une catégorie Q(F) pour la loi de composition (multipli-
cation longitudinale) suivante :
(F,, ®,,¥,, D, Fz)'(F"q)'yqu)r F ) =(F,, @, .(I)'l,‘I’,CI)z.fI)l, Fy)
si, et seulement'si, F, = F', od ¥=(¥,. O, (P, ¥,) .
DEMONSTRATION. Soit T,=(F},®,¥,,®,,F)€Q(¥F), ot i=1,2 3; posons
X(T)=(Fy, ®,0,,F)e(F,F) ee y(T)=¥,e€ll.Si T,.T, et T,.T, sont
définis, on a F,= F'2 et F, =F‘1; par suite les composés T = Ta.(T2 'TI) et
T = (Ts'Tz ). T1 sont aussi définis. Montrons que T = T'. D'aprés !'associativité
de la multiplication longitudinale dans [T(F,%) on a x(T)=x(T'"), puisque par
définition :
X(T;.T))=x(T )X (T,).
Par ailleurs, on trouve :
Y(T) = ¥, (d, -0 MY, .®, oo, ¥ )
et Y(TY) =(‘P3.(I>2[]]CI)'3‘I’2).le(d)'a.@'z)‘l‘l.
En utilisant l'associativité de la loi de composition [I1 et la proposition 1,o0n a:
YT) =W ,. @, .0 DDEL(Y, .0 TIP,.&,)¥, = (T,
d'otr T =7T" Soit Fe¥. Alors (F, A F), FR a(F), F})=F €¢0(¥).Sile composé
T=T,.F
est défini, on a F = F,, x (T)= X(T,',) et Y(T)= ‘I‘iCDsz'{li_ Il en résulte que
Q'(F) est une catégorie, l'unité a droite de T, étant F:‘ . De plus F s'identifie ala

classe des unités de Q*(F) en identifiant F € F a F.

COROLLAIRE. Pourque T =(F', ®", ¥, ®, F) €Q(F) soit inversible dans Q(F ),
il faut et il suffit que ® et ®' soient inversibles dans F et ¥ dans N; l'inverse de
T est alors :

(F, ', ¥, 07, F), oz W' =ty oL,
DEMONSTRATION. Soit T, €Q(¥) tel que T,.T =F et T.T,= _l_;'; alors le quadru-
plet x (T ) est 'inverse de x (T) dans (F , F); par svite T | =(F, &' 1 ¥ &7, F')
tel que :

(F,.®)(0 ™ ¥) = FP et (¥.0 ('Y ) = FE.

De ces équations, on déduit :

¥ Moty .ot = F 9t = gTY
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o'oY, = ™Y .
Donc ¥, est l'inverse de @' '¥ . & dans JU; il en résulte que W est inversible dans
T et que:
-~ -1y -1 -1
Y, =0'"¥ " 07
PROPOSITION 3. Q(F) est une catégorie Q ¥(F) pour la multiplication latérale
définie par :
(F,, ®,,%,.®,, F,) ¢(F, 9, ¥, &, F)=(F,.F, 0, ¥ &, F,.F )
si, et seulement si, (1)2 = <I)'1, on ¥ = F', ¥ iED‘I’ .- F .
La démonstration est analogué a celle de la proposition 2. ¥ s'identifie encore
4 la classe des unités de Q’(ff), en identifiant ® a (S(®),0,0™ &, a(d)), o @T
est 'unité de N1 associée 3 ®. Les éléments inversibles sont les quintettes tels que
F, F' et ¥ soient inversibles dans ¥ et N respectivement. L'inverse de (F', ®" ¥, ®,F)
est (F*1,0,¥,,0',F ™), o0 ¥ =p 9t Ft,
THEOREME 1. (O (F), Q‘(?)) est une catégorie double et I'application
X (F,® . ¥ &, F)>(F,®,d, F)
définit un foncteur double de (Q (), Q’(ff)) vers O(F, F).

DEMONSTRATION. Si F et F' sont deux unités de 0 (F) ecsi F' ¢ F est défini,
ona: a(F')=f(F) et:
F' 4 F=(F'.F, XF),(F.F)P,o(F),F'.F)=F.F.

Ainsi (Q '(ff))o est stable relativement 3 ¢ ; de méme (Q’(?))O est stable relative-

ment a la multiplication longitudinale. Soit :
T, =(F}, @, ¥, ®,,F,) €0(F) et x(T)=1¢,.
On trouve facilement :
a‘(a’(T,.)) = GT_QT) = aﬁ =a¥a (T,
BB (1) =Y BT, =FO:
a (BT = BHax(T,) =al®);
Br(a¥ (T =abB(T ) =alF).
En vertu du théoréme 6,11, il reste seulement 4 démontrer que 1'axiome de permutabilité

est vérifié. En effet, supposons les composés (Tu ’Ta)’(Tz ¢ Ti)’(Tu'Tz) et
(Ta'Tx) définis; alots on a:

®,=9,,0,=0, F,=F, et F,=F';
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par suite F F,=F, F| ee®,. 0,6 =0.0".

Donc les composés :
T=(T, 4T )T, ¢T,) et T =(T,.T,)¢(T,.T,)

sont définis. Montrons qu'ils sont égaux. Puisque [(F,F) est une catégorie double
pour les multiplications longitudinale et latérale, on a:

x(T) = Beome, Be)=me, )B,me) =x(T).
De plus :

W(T)=U(F, ¥,0o%,.F,).® lmleyr, ¥,m¥,.F I,

Y1) =[Fyv, .o o0, ¥ Jolv,.e, o0, v,]. F,.
En utilisant ['associativité de [I] et la proposition 1, on trouve :

(T )= FLYL 0 Yo, L P

et RSP SN JAR Wual Zual ISR
V=W, (F.0 (D, FIV, et V'=(F.o N oV (0. F, ).
11 suffit donc de prouver que ¥ = W', On obtient :
Dy — (@ My = (g ) w
ot = (QLF Jo-¥ = (& F . ® F )
et W= (aY ) (D F ) = (@ F 0 F )T = aPy,

de méme 1Y = (F.0 . F.0 )T = STy
H

Prouvons que l'on a o ¥ = aB@' ,ainsi que EB‘I'; = ,BB&' Comme pour tout f € a(F )
on a aBW(/)=W(alf)), onvoit que Y et DU (resp. ATV et AU sone
égaux si, et seulement si, ‘I"O I‘P'O. Sig €@, posons <g8> =g. Soit e€ a(Fl)o;
on a
alW¥ (e)) =(d'.F)e) et BY (e)) =(F,.® )e).
Comme Ll’u( <\I’1(e)> ) est un quatuor, on obtient :
(YLFL® (e)) (DL FI(¥ (e)))=
= (FL0 (¥ (). Y (D F (e)) ;
c'est-a-dire @( e) = ‘i’" (e). Par conséquent :
¥ =y L Y(T)=Y(T") et T =T".

Ceci démontre le théoréme.

La classe des sommets de (Q‘(?), Q‘(ff')) s'identifie a 3:0 en identifiant
(«(F), a(F),(o(F)M,a(F), a(F)) avec a(F).

10%
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L'application v: ¥ » ('S0, C, ¥, «(¥),'dP¥), oa A¥)= B@, est une
bijection de JU sur la sous-classe cfo CO(F) ¢ cfo de 0(F).

PROPOSITION 4. V définit sur JU une structure de catégorie double (JU', 1 ', équiva-
lente & une sous-catégorie double de (Q (5, Q .(3‘—)). Pour tout C E?o, la classe

des transformations naturelles entre foncteurs de C vers C s'identifie & une sous-

catégorie double U(C) de (W, N ’).

DEMONSTRATION. JU s'identifie 4 la catégorie somme des catégories (f(B e+, Gy,
ot C+e fo et Cre ?o . Dans ¢, laloi de composition est définie par :

‘P2 [ lI’1 = (',Bm‘l’z )‘PIE]‘-I’2 .('am‘lll) si, et seulement si, Ba(‘Pl) = ﬁ(‘l’2 ).
Par suite T* est équivalente & la catégorie latérale des transformations naturelles
considérée dans [1]. Pour tout € 63:0, la catégorie double JI(C) s'identifie a la
catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de C vers €, munie des mul-
tiplications longitudinale et latérale définies dans [1]; N ‘(@) admet C pour seule

unité.
2. Catégorie induite de la catégorie des quintettes.

Dans la fin de ce paragraphe, nous désignerons par (M, p,H, ") une catégorie
d'homomorphismes & produits finis résolvante a droite, par H' une sous-catégorie de
H contenant le groupoide [" des éléments inversibles de H, stable par produit dans H
(définition 3,1I), et vérifiant la condition (o) de la proposition 10,l.Soient
(F.,7 ,F(}(' R }(),_ﬁ) et (F,7, R((}(' LHDY KO, ™) les catégories d'homomorphismes
au-dessus de F formées de foncteurs H(H', H)- structurés et H((J ,H"), H)- struc-
turés respectivement; nous savons (II,2et 7) que ces catégories d'homomorphismes sont a
produits finis.

Pour simplifier les notations, nous utiliserons le symbole [ ], qui pourra &tre
lu soit partout Hxe JHO, soit partout H((H' LH)Y Ky, de méme [F] signifiera soit
H(H Ky, soit K , 59, 30

Rappelons [ 2 ] que, si (G',/.Ll,ei) et ((‘Z',,L‘L2 , @2) sont des foncteurs, la
classe des couples (f,, f,) € (‘31 X @2 tels que p,(f,) = p,(f,) est une sous-caté-
gorie de la catégorie produit @1 x ez , appelée catégorie induite de @1 par (py ),
et désignée par ;L";(@i, M,). Soient p, les projections canoniques de Gl x @2 sur
Gi' Rappelons ([3] et proposition 31,[2]) que si (C-, Hi» Gi',Si') est une catégo-
rie d'homomorphismes et 51 le groupoide des éléments inversibles de Glf, ou1=1, 2,

alors (@i',pit, p,";(@i, /Ll),p";(Si,/il)) est une catégorie d'homomorphismes.
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e;x ¢,
b, ¢
¢~ ?,
K, /‘*2(6'1'“1)
y
i, ¢

Nous reviendrons au §V sur la théorie des catégories structurées induites (cf.

[2]); nous démontrerons seulement ici le théoréme suivant dont nous aurons besoin.

THEOREME 2. Soient ;i =¢(C, s),/xi,(e;., s;)) elM1, oa i=1,2 1l existe une
sous- structure O de s, X s, dans (M, b, H, ) telle que (;L*Q(@‘i, /‘Ll)’U) soit une
sous- catégorie [H1- structurée de (Cl X @2, s, X s,), on appelle (,U.’; (@i, Hyhoo),
catégorie structurée induite par (;2’/:1)’ notée aussi /:2\/ ;1. De plus, on a :
(Ch s, by, iy v iy e[
PEMONSTRATION. Puisque (M, p, H, ') est résolvante a droite, le couple :
(s, Hypy, sy Xs,),(s, Hyp,, s %Xs,))

admet un p- noyau O tel que p(0) =,u*2(@‘1, K ,). D'aprés le théoréme 13, Il,on a
(CyxC;,s,%s,) E[F]O, et il résulte du théoreéme 14, I, que (u%(C}, p,)0) est
une sous- catégorie [ H]- structurée de la catégorie [ H]- structurée (@1 x Gz .Sy % s,
COROLLAIRE., 51 pi =(C- C*), Hys (Gi', @?)), o 1=1, 2, sont des foncteurs
doubles, /: QVE s :—(/L"; (Gi M), p’;(@;, K ,J)) est une catégorie double et
((@;, Gf), Pyt M,V pl) est un foncteur double.

Seit (K, q, f,5) une catégorie d'homomorphismes telle que S soit le grou -
poide des éléments inversibles de £ . Pour abréger, écrivons ‘EA pour (2,8).
Soit (D]£)7 le groupoide des éléments inversibles de la catégorie longitudinale (D&,
dont les éléments sont les quatuors (b, f*, f, b) tels que [ € 8 et f* €. Soit ( Bg_)y
le groupoide des éléments inversibles de la catégorie latérale Bf, dont les éléments

sont les quawors (b', /', [, b) tels que b €S et bt €.
PROPOSITION 5. (D]KA, dg, EDf,\,(II]Sf)y) et ( BKA, ng¢, H fA,( E]Sﬁ)y) sont des

catégories d'homomorphismes.

DEMONSTRATION. Soient T =(h', [, [, h)eQE et T=G,1"7.b) eDfA.Les
conditions : a®(T)=ad(T), BO(T)=BT(T) et Og(T)=10q(T) entrafnent :

b=h, b =b', q(f)=q(f) et q(f')=q(f).
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Comme off)=a(fy=a(h) et B(f) =) =alh’), il en résulte =], puisque
(K, q, £,5) est une catégorie d'homomorphismes; de méme /' =f_', dod T=T.

Supposons T E(Djf)y et T G(ng)y tels que :
Qq(T);
ona: h=%h, af) =aff) et a(f) = q(f),

a® (1) =aT(T) et O¢(T)

"

donc f = }'_, car [ €8; de méme [ =f*. Les éléments [ et [' étant inversibles, on en
déduit :
B=fh = =
et par suite T =T. Enfinsi T 6([173?)7 et si b ef esttel que g(h)= q(;), il
existe 76 S tel que:
a(f)=a(f) et a(f) = a(h)

et il existe /’_' €8 tel que -

(1) =a(f" et alf") = A(b);
on en déduit (/_'.-13_._/—;1,—/_',7_,;) 6([}]5\9)7 . Ceci montre que (EEKA, Caq, [:]S?A'(DG)«/)
est une catégorie d'homomorphismes. Une démonstration, analogue, prouve
que ( B KA, Cq, B fA,( B f)y ) est une catégorie d'homomorphismes.

Soit (F, q, e , S) une catégorie d'homomorphismes telle que S soit le groupoide

des éléments inversibles de £.

DEFINITION 2. On appelle quintette de (F, q, £, &) un élément de la catégorie induite
X*(EDS;, Cg) de D par (x, Og), o x est le foncteur canonique de Q*(F)
vers [[]?A(tbéoréme 1).

Un quintette de (cf, q, e y 5) est donc un couple :

((F',®',®,F), (q(F'), q(®"), ¥, q(®),q(F))),

ov (F', @0, F)enf, ¥ e, 'a®V¥ =4g(®'.F) et 'ST(¥)=g(F'.®).Nous
désignerons ce quintette par la notation abrégée : (F', &' W ,®,F).

Soit O(F, g, £,8), ou plus simplement Q(£), la classe des quintettes de
(F,9, £,8). Soit § la projection canonique :

(F', @', W, ®,F)>(q(F'), q(®"), ¥, q(D), 9(F))
de Q(L) vers 9(F). Soit X la projection canonique :
(F', ', ¥V, ®,F)>(F',®',®,F).

Ona(0g)y =x79.
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QI
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o4 of
La " o(%)

q(®)
THEOREME 3. Q(f) est munie d'une structure de catégorie double (Q'(ﬁ), Q‘(f))
induite par L%, HE), x. (0(F), 0% Fn, «mg. HE), og. (m€ HE1 .
Les applications q et ¥ définissent des foncteurs doubles.
En effet, y et [[g définissant deux foncteurs doubles, le théoréme 3 résulte
des théorémes 1 et 2. Les lois de compositions sur Q(£), appelées resp. multiplica-

tion longitudinale et multiplication latérale, sont définies de la maniére suivante :
(Fy, ®,,%,,0,, F) .(F, 0\ \¥,,®,, F)=(F,,0, .9 ¥ &, .0, ,F)
ou: ¥ ="¥,.q(0 Dq(D,O¥;

si, et seulement si, F, =F,

(F,,0%,¥,,®,, F,)¢F,0,¥,0,,F) =(F,.F,,®, ¥, 0, ,F,.F)
si, et seulement si, & , =@'\, ott: ¥ =q(F,)¥ M¥,.q(F,).
Pour que T =(F', &', ¥,®, F) € Q(£) soit inversible dans Q (&) (resp. Q’(f)),
il faut et il suffit que ® €§, ®' € S(resp. F €S, F' €8) et que ¥ soit inversible dans
T

coroLLaRE. (Q(F),7,0(8),2 et (0% F), 7. 0% L), 2}) sont des catégo-
ries d'homomorphismes, o El(resp. 22) est la classe des quintettes (F', ", ¥, ®d, F )
tels que &' €8 et ® 65(resp. FreSet FeS)et(F,0,0,F)en®.

Ce corollaire résulte de la proposition 5 et du résultat avant le théoréme 2.

Identifions go 3 la classe des sommets de (Q*(£), QO(g))_

Soit JI(L) 1a sous-classe .go ¢ Q(Sf) ¢ go de Q(f) formée des quintettes T
tels que aT) ESEO et ,3’(7’) €£o, c'est- a-dire de la forme (F’, S(F), ¥ _,a(F)F).

PROPOSITION 6. N(L) est une sous- catégorie double de (Q‘(g), Q‘(g)). Pour
tout L ego, N(8) admet pour sous- catégorie double la classe L ¢ Q(.E) ¢ L des
quintettes T tels que a’(T) =L = ,3.( T).

(L) s'identifie a 1a catégorie double induite par :

«og. x, v, ©%,0q, (@, M.

408



CATEGORIES STRUCTUREES HII 11

3. Quintettes structurés.

Soit (Q i C-E) I'équivalence naturelle entre foncteurs de [R] vers [K]cons-
truite au § II, corollaire du théorémelG, telle que : (TI(C-,s) = (€ Os) et
E (€, s)=(B C-,0s) pour tout (C-, s) E[R]o. Rappelons que l'on a :

(s,,um,D]so)EI_', o [Os, ol Os

et (s,/.LB,Bso)el", o Bsoo([js.
Nous poserons : ‘am=((@-,s),'am,g(@',s))
et BO=(C-,s),' 8P, He,s)).

pEFINITION 3. Soit (G, s) €[N, ; un foncteur []-structuré ¥ tel que B(¥)=

EF
=B(@‘, s) sera appelé transformation naturelle [H]1- structurée de aT ¥ vers
BI. ¥,

Nous désignerons par ﬁ([R]) la classe des transformations naturelles [H]-
structurées. Si ¥ e N([ K1), nous représenterons T soit par le triplet
(Hce:, 5). w,(C-,5), soit par le triplet (((C+, ), (CSHon W =5(¥) =
=( BG, \/l,?') eR(F) et \ji=p?(‘l‘), en désignant encore par Pif le foncteur

canonique de F vers M.

PROPOSITION 7. Les conditions suivantes sont équivalentes :

Dona: (A€, s), v (C-, 5 eN(IH).

20na: (C,s)elH1,,(C-,5)elH1,, (HC 4, C)eF, (s, 'a®y, 5)eH
(s, 'BTPY, s) el et (s, ;,LB\LO, s,) el

DEMONSTRATION : Supposons la condition 1 vérifiée; on a :
(B¢, ¢, C e,
(s, uB, ms ) .(@s,, T, Os).(Os, ¥, s) = (s, "odDy,5) el
et, de méme, (s, >',8m ¥, sy el
Puisque: (Os, Y, ,5,) =@s, ¥, 5).(s, ¢, s,) €H et Lbo(p(s‘o»cp(E]so),
(Bs,.¥,,5,) eX, don (s, 1B .5, el
Inversement supposons la condition 2 vérifiée. Pourtout f €C, ona:
W =By o), 1By (Bem, 1By catrn, ra® sy,
de sorte que Y se décompose sous la forme :
v=108%y, u8y 81, 4By o, @yl
(s, 184, 5).G,a, ) =, 1By, a,5) X, (s, 1By 8,5 X,

comme
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(s, 'a®@y, 5) el et (s,'8My, 5)el,
on trouve : (sXs)X(sxs) ¢y, s)eH.
En tenant compte des relations :

Cs oC (s X s)X(sXs) et W& cHe,

il en résulte (s, ¥, 5) € H, donc (E(@', s), iy, (C, 5y e T(LHD.

Soient (€, s) E[R]O et (C, & 6[7{_]0. Nous désignerons par ﬁ((;@ . $),(Cr, 5
la sous-classe de (K1) formée des transformations naturelles [ H]- structurées de
la forme (B((",', s), ‘P,(@'. 5.

PROPOSITION 8. p(N(WC", s), (C*,5))) est une sous- catégorie de F(HC-, C-).
vEvonsTRATION. Soient ¥, =(H(€+, s), ¥, (C,5) eNWC",5),(C,5), on

=1, 2. Enutilisant la relation :

G- sy, a® Fe, sy e R,

on trouve !
e s, amu,, @ 5n=der s, a® Bee, s).¥, eRee s).(T-, 5
De méme : (é(@, s), ﬁmwi,(é',;)) Eﬁ((e', s), (@', s)).

Supposons que ¥, Dj‘l’l soit défini dans ?(Be',‘é'); puisque (s, #E(‘Pi)o, ;o)e}{,

on a:
(sxs, [uBow,) w8 ) 1,5, eX;

soit s'oC s tel que p(s') = C-x €. La relation :
(8w, 1By ), 1@ Hce e

entrafne (s', [}LB(‘PQ )y ;ﬁ(llll)o], syel et:

(s, st) (st LB aw ), wBow 1,5 = s w8, v )5, e X
comme : (G','BE,B@').(WZ(IJ‘PQ=(@~,',6m,8(€').\112
et (C-'a® Bey. (v, my ) =€, a® Heyw,

on déduit de la proposition 7 :
Be-, sy, v, my (P, 5 NAHD .
Donc p(N(WC-, s), (C+, §)) est une sous-catégorie de F(HC+,C+).
coroLLAIRE. N([H1) est une catégorie pour la loi de composition définie par :
(¥, %)%, 0% =(F€, s), 5(¥ )mp(¥), (T, 5)

si, et seulement si, ‘a0 W, = ULy,
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A

La classe des unités de ﬁ([R]) s'identifie a [R] en identifiant les unités a
droite et a gauche de (7 =(B(G', s), k/l,(é',;)) a (C+, s), 'CL'I'\/J,(E',;)) eta
W€+, s), ' fTY, (C-, s» respectivement.

PROPOSITION 3. [ K] est une catégorie d'opérateurs (resp. a droite) sur ﬁ([F]),

pour la loi de composition :

(F,—‘I;)-> BF—‘I7 si, et seulement si, ,3(@)2 Ba(F)
(resp. (¥, F)» W, F si, et seulement si, (W)= B(F)):
l'espéce de structures (resp. structures a droite) ainsi définie est sous une espéce de
morphismes.

Cette proposition se démontre comme la proposition 2. La catégorie dont les
éléments ¥ sont les structures composables avec F est la catégorie somme des caté-
gories N(WC+,s),(C-, 5N, on (C', s)=afF) et (C+,5)e[H] . (Resp. Ia
catégorie dont les éléments sont les ¥ composables a droite avec F est la catégorie
somme des catégories ﬁ((@‘, s), (é' ,s)), ot (—é‘, s)= B(F) )

Soit Q([R]) la classe des quintettes de (,‘;F,E,[R] ,F).

DEFINITION 4. On appellera quintette { H1- structuré un quintuplet ( F', @', ¥, D, F
tel que 17 Eﬁ(,@(@'), af D)) et
(F', @, (%), @, F)eo({Xi.
Soit —é([}_(]) la classe des quintettes [ }(] - structurés.
PROPOSITION 10. On @ T =(F", &', @, P, F) eé([ﬂ]) si, et seulement si, les
conditions suivantes sont vérifiées :
¥ el(B(®), a(@),(F, 0, @ Fjec([Hl, (K1),
DY =0 F et 'MW = Fr o,

En effer, si T € 0([H1)), on a: 'a®p(W)=4(®.F) et a(¥)=afF),
d'on: ‘@0 ¥ = (,B(q)'),'am[_;(‘i), a(‘f))=<l)' . F,; de méme on trouve: 'Em.‘—l’_=F’.CD.
La réciproque est évidente.

THEOREME 4. Q([N)) est une catégorie double équivalente & une sous-catégorie

double de (0 (IX1), 04T X1 .
DEMONSTRATION. Soit g I'application :
T, =(F,, ®,,¥,,®,F)~(F, 0, 5(¥), 0, F)
de Q(IW1) dans Q(IN1). L'égalite: §(T,) = §(T,) entraine :
P =58, a(B) = a(¥) e B = BT = Bacoy,
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d'od T, =?l.; ainsi § est une injection. On a :
a (TN =(F,F,,E® F,F).
Si §(T,).4(T,) est défini dans 0*([H1), on obtient :
7(T,).q(T ) =(F,,0,.0',¥,0,.0,,F),
ot W =p(¥,).p(®)H(D,)H(F,)).

1l résulte des propositions 8 et 9 que I'on a :

¥ =¥,.0me, ¥, eNIHD
et, comme ¥ = p(¥), on trouve : t;(—fz ).1;(71:1) 621'(_Q_([H])). Par suite g(0([H1))
est une sous-catégorie de Q'( [H1). On montre de méme que 5(Q([X1)) est une sous-
catégorie de 0-([H1). Ceci permet de définir sur ([ 1) une structure de catégorie

double telle que 4 devienne une équivalence double sur ;(E[R])

4. Applications covariantes.

Soient 7 =(C,m 8) et n' =(C', 7", &) deux espéces de structures. Rappe-
lons la définition suivante :
DEFINITION 5. On appelle application covariante de 7 vers 7' un couple ( ¢, 50) tel
gue (C', @, C) soit un foncteur et que 50 soit une application de So dans 5; vérifiant

la condition :
P (fz)= @(f)p,(z) si z€S ,feC et m(z)=alf).
L'application covariante ( ¢, 50) sera aussi représentée par :

(',(2,%,),7m).

Rappelons [3] que si (7', (9, 50) ,7) est une application covariante !'appli-
cation 5: (f,z)>(9(f), @o(z)), ot (f,z) 65, est un foncteur de & vers & qui est
un relévement de ¢ relativement & (7 ,7"'), c'est-3-dire que l'on a : 7' . @ = 9.7 .

Soient M et F les catégories déja considérées. Soit m‘o une classe de classes
contenant avec une classe toutes ses sous-classes. Supposons que la catégorie n de
toutes les applications (M’, f, M), od M’ e’ﬂ; et M em'o, appartienne 3 ¥ c‘est—é—dife
que la classe J' appartienne a mo. Seit @(MM ), la classe des espdces de structures
M =(C,7,8) telles que C €F et 7 (e) Em; pour tout e 671(50). Soit A(') la
classe de toutes les applications covariantes entre espéces de structures appartenant &

a ), Alors (voir [3]1) @(M') est une catégorie pour la loi de composition :
(N (P, 82, m D0 (9, 9),1) = (', (9.9, 95 .%,),7)

si, et seulement si, n,=7".
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Nous identifierons (N’ )o 3 la classe des unités de (') en identifiant T avec

(n.,(ldp,1dg ),m).
(]
Rappelons que (C,F) est un couple définissant une espéce de structures

ne®@ (M) si F est un foncteur d'une sous-catégorie de la catégorie C vers M' tel que :

F(e)4=(25pourtoutesa.(F)o et F(e)NF(e')=Fsi efe'.
THEOREME 5. @(M') est une catégorie équivalente & une sous-catégorie @'(M') de la
catégorie produit T x 0+(F ).

DEMONSTRATION. Supposons (7',(¢,9_),n) € @(N'). Soient (C,F) et (C' F’)
les couples définissant 7) et 7' respectivement. Soit ® la restriction de 9a af F) et,

pour tout e € a( F)_, soit 7T(e) la restriction de §_ a F(e). Alors I'application :
fo(F .0, T(B(f)), TCal ), F(f)), ot fEa(F ),
définit un foncteur ¥ de of F) vers OM' eton a:
(F' M., ¥,d,F)e0(F),

en identifiant JI' au foncteur identique de JI'. Inversement soit é' (M) la sous-classe
de Q(F) formée des (F', ', ¥ ,0,F) tels que (a( F),F) et (af F'), F') définis-
sent des espéces de structures; é‘ (M) est une sous-catégorie de Q “(F). Soit @' (M)
la sous-catégorie de F x 0 *(F) formée des couples (¢,T) tels que T = (F', ', ¥, ®,Fle
é' () ee que @ soit une restriction de 9 € F . Soit (¢, T) € @ (M"Y; soient a(C,Fj=
(@,77,5) et a(e', F') = (@',Tr‘, §) les espéces de structures définies par (a( 9), F )
et (B(¢), F') respectivement. Pour tout e € a.(F)o, /.J.B‘I’o( e) est une application
de F(e) dans F'®(e), comme :

(rocn, w8 ey, B o) Fe, afearF)e=atn), e =pop),
est un quatuor de M, on a, pour tout z € F(e) :
wBe cerrepean=Fo By e,
c'est-a-dire 1B cexrm=ocnouBe ez,

en utilisant les lois de composition dans a(C,F) et a(C',F'). Par suite, si @D dési-

gne 'application de §  dans &' définie par :

5,(2) =pBY_(m(2))(2)  pour tout z €8,
(a(C,F').(9,9,),a(C, F)) est une application covariante, Ceci montre que I'appli--
cation

a: (9, T)+(a(C,F),(9,9,),a(C,F))
est une bijection de @' (M') sur @(M'). De plus, si (¢, T )@ (W), ale) = B(9)
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a.'(Tl) =fB(T), ona:
(9, TDART)=(9,.9,T,.T)
et a(¢,.9,T,.T)= a(9,,T,).a($,T) dans @(M'). On en déduit que a est une
équivalence de @' (M') sur @(M').
Comme F est équivalente & une sous-catégorie de Q’(?), la catégorie T opere

sur la classe des quintettes T tels que ,3‘(’]‘) soit une catégorie,relativement a la loi

de composition :
(A T)> AT = 4 T.

Soit (W', v, K)e%. Supposons que K' et K" soient deux sous-catégories de
X et désignons par y' et y" les restrictions de ¥ a K' et a K" respectivement.
Rappelons (§I) que (G,F) est une espéce de structures dominée par ('y,K) si, et

seulement si, (€, F) est un couple définissant une espéce de structures.

DEFINITION 6. Soitent (C', F') une espéce de structures dominée par (’)”,K') et
(C", F") une espéce de structures dominée par (y",K" ). On appelle ap‘plicatioh cova-
riante de (C!, F') vers (", F") relativement a (7y, K) un couple (¢, T) vérifiant

les conditions suivantes :

DoeedF, a(p)=C et B(g)=0C".

DT =(cF K, ¥,®,F)eQ(F) et ® est une restriction de .

PROPOSITION 10 : Soit (¢, T)=(¢,(¢ F*",X,¥,®, F')) une application covariante

entre espéces de structures dominées; soient ' = (C 1, 8") et Mn" les espéces de

structures sous (al @), F') et (B(¢), F") respectivement. Alors on a
(n". (e, %, ).m")eqM),
o2 F,(2) = Y uBW () (2) pour tout =z €8, 01 e=7(z).
En effet, ona (@, yT) e @ (M), d'on, en verm du théoréme 5 :
(", (9,90, 1" )=al(9,yT)e@M).
L'application covariante (7",(¢,$,),n') € R(M') sera appelée application

covariante sous (¢, T).
Soit (‘f'(’}/,K)o la classe des espéces de structures dominées par (7' K9,

relativement a (y,K), oty 7' est une restriction quelconque de 7y.

PROPOSITION 11. La classe (Q'(7y ,X) des applications covariantes entre espéces de
structures dominées appartenant & @' (7, K)o est une sous-catégorie de T X 0+(F) et

l'application :
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(@, T)+(9,¥T), o (¢,T)e@(y,X),
définit un foncteurde @' (y,K) vers @' (W').
COROLLAIRE. Soient (W', 7, K) €F et (X, N\, &) €F. L'application :
(9. T)+ (9, AT), oz (¢, T)e@(y\, &),
est un foncteur de @'(y X, ) vers Q' (¥ ,K).

CAS PARTICULIERS.

1) Soit (', ,K,K,y) une catégorie d'homomorphismes. Soient (C,F) et (C',F')
deux espéces de structures dominées par (y,X), T et ' les espéces de structures
sous-jacentes., Pour que (7',( o, ?Po)' 7)) soit une application covariante sous une
application covariante (¢, T} entre espéces de structures dominées (C, F) et (C', F),

il faut et il suffit que, pour tout e € a(F),, on ait :
(F'9(e), 9, /e, F(e)) ek,

of -C@o/ e désigne la restriction de ?po a yF(e).

Exemples. 1) Soient (C,F) et (C',F') deux espéces de morphismes. Pour qu'une
application covariante (7',( 9, c.po },m) soit sous une application covariante entre
(C,F) et (& , F’), il faut et il suffit que pour tout e € a(F)o, c_po/' e soit un fenc-
teur de F(e) vers F' ¢p(e).

2) Soient (G, F) et (& ,F') deux espéces de structures ordonnées (§ 1,
n® 2). Pour que (711',( 9, @a ), M) soit une application covariante sous une application
covariante entre (C, F) et (&, F'), il faut et il suffit que,pour tout e € a( F)o, :\50/ e
soit un homomorphisme de la classe ordonnée F(e) vers la classe ordonnée F' @(e).
II) Nous avons défini la notion d'application covariante entre espéces de structures
dominées par (7y',K') et par (y",K") respectivement dans le seul cas on Ko et Kv
sont des sous-catégories d'une m&me catégorie. On peut se ramener & cette situation
lorsque les conditions suivantes sont réalisées :

Soit (', A, 8) €F. Soient (L, M, Ky et (£, o ,K*) deux espéces de struc-
tures telles que K'NK" =& . La construction utilisée dans [ 4 ] (n° 3) permet d'obtenir
une catégorie K telle qu'on ait :

1) K' et K" sont des sous-catégories de X.

2) X est la classe réunion de X' ,K“ et de la classe des triplets (s”,f, s'), ot s’ GK'O,
smeKn,fefL,a(f) =u'(s") et B(f)=p"(s").

3)Ona(f,u,K)e¥F, ot u admet pu' et u" pour restrictions 3 X' et 3 K" respec-
tivement et u(s”, [, s')={f.

Soient (C', F') et (O, F") deux espéces de structures dominées par (A u' LKy et
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par (Ap",K") respectivement. La donnée d'une application covariante entre (C' F')
et (C",F") relativement 3 (A u,K) équivaut 3 la donnée de (C',F'), de (C" ,F")

et d'une application covariante de (C', ' F') vers (C", u" F") relativement 3 (A, £) .

5. Applications covariantes naturalisées.

Soit X une catégorie appartenant a fo .

Si ¥ est une sous-catégorie de K, nous posons ty = (K,.,3) €F. Labijec-
tion &:

(LZ',K,‘I’,@,LE)*(‘D,#B‘I’O)

identifie la sous-catégorie de O “(¥) formée des quintettes de la forme (¢ 3, X RENED
a la classe ?V(K) des couples (B, 7) tels que @ € F et (e @, Tyy) eN,ou S =a(d)
et 3' = B(D).
DEFINITION 7. (®,7T) E?u(}() sera appelé foncteur K- naturalisé de a(®) vers
B(®).

La bijection & définit sur 3:1/(]() une structure de catégorie Cfv(:K)', dont la
loi de composition s'écrit :

(&', 7).(0,7) =(®'.®, 7' ®.7) si, et seulement si, a(D') = B(P),

ot T'®. T désigne l'application : e » 7' P(e).T(e),e ea(d))o,

?V(K)' contient comme sous-catégorie la classe ?v[ K1 des foncteurs natu-
ralisés [ 1}, dont les éléments sont les (&, 7) E.Cfv(K) tels que a(®) = S(P) = X.

Soit mv(]() la sous-catégorie de ?V(K)' formée des couples (P ,7) tels que
a(P)=3 et B(P)=23"' soient des catégories réduites a la classe de leurs unités,
Nous identifierons (&, T) emu(}() au couple ((X',¢,%),7), ot (£',9,3) estla
simple application pg (D).
DEFINITION 8. ((2',¢,2),7) GWV(K) sera appelé application X -naturalisée de I
vers 3'.

Pour que I'on ait (', ¢,2),7) EWV(K), il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient vérifiées :
1) X et I' sont deux sous-classes de Ko et (3',¢,3) e,

2) T est une application de 3 dans K telle que :
a(T(z))=2z et B(T(z)) = ¢(z) pourtout z €X.
La bijection : (', 9,5),7)» (3", 7(3)) identifie M (K) 2 la classe des
couples (3',M) vérifiant les conditions :

1) 3! est une sous-classe de Ko .

2) M est une sous-classe de K telle que la restriction a/ M de a a4 M soit une bijec-
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tionde M sur a(M)=3 etona ' C S(M).

Ona: ™M, M)=(0Z,9,2),7), oh 7T=(a/ M) et 9= B7T. L'image par { de

la catégorie mv(K)' est la catégorie g(fmv(}())' dont la loi de composition s'écrit :
(", M) (3, M)=(Z",M".M) si, et seulement si, X' = a{M'),

Nous désignerons par « le foncteur de "RV(K) - vers M' défini par :
(2, 9,2), M)~ (2',9,2).

Soit (C,F) un couple définissant une espéce de structures 7 =(€,7T,§)
appartenant & Q(M') et telle que & s'identifie & une sous-catégorie de X.
PROPOSITION 12. On peut associer a (C, F) une espéce de structures dominée par
(K,WV(K)‘), notée ((D,,.i;), telle que 7 soit l'espéce de structures sous /G-I-E/
DEMONSTRATION. Soit f€a(F), e=a(f) et e’ = B([). Désignons par / ["appli~
cation: z» (f,z) de F(e) dans K et posons :

F())=(F(/),]) €M, (X).
Soit ge€a(F) tel que a(g) = B(f) et ,B(g)z e”. Pour tout z € F(e}, on a:
Py
(g.f)(z)=(g.[,z) et:
(g.f,z)=(g.fz).(fz)=8(fz).f(z)=§8F(fi(z}.[(z),
A . - .

d'ot g.f=gF(f).f.
1l en résulte :

— A - — —

CFlg f)=(F(g.f),g.N=(F(g).F(f),gF(f).fY=F(g).F(f).

Ainsi 1'application : f - E(/) définit un foncreur F de a(F) vers fmv(]()‘. Par suite
(G,F) est une espéce de structures dominée par (K ,WV(K)') et 7} est ['espéce
de structures sous (@,F), car KF(/) = F(f) pourtout f € a( F).

Soient (', F') et (C" ,F") deux couples définissant des espéces de struc-
tures ' =(C' 7", &) et N =(C",7",8") appartenant a3 @(M') et telles que &
et " soient identifiées & des sous-catégories de K. Soient (& ,E') et (O ,E") les
espéces de structures dominées par (K ,WV(K)‘) correspondantes. Si

(n",(9,9,),7m") @MW),
nous désignons par ¢ le foncteur de &' vers &" prolongeant E{.Jo tel que (7', 9,9, 7)

soit un quatuor de foncteurs.

PROPOSITION 13. Il existe une bijection canonique ¢ de la classe des applications
covariantes de (', F’) vers (C", F") relativement & ( K, WV(K) )} sur la classe des

couples :

(n" (2, 9,0, 1m0, (%, 7) e@M)xF (X)
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tels que @ soit le foncteur prolongeant 50 .

DEMONSTRATION.Soit (@, T) =(¢,(F",K, ¥ ,0,F')) e@(«, M (K)*).Soit

(n",(%,%,),mn"') l'application covariante sous (¢, T). Pour tout e €a(F'), ona:
Vie)=(3,/e,, & eal Xy,
olt T, est une application de F'(e) dans K relle que :
a(T,(z)) =z et ,B(Te(z))=5o(z) pour tout z € F'( e).
Soit fea(F'), a(f)=e et B(f) =e'. La relation :
Fop)=(F o), BE8ce), B ¥ e) Frry e %)
entrafne :
®(f,z).T,(z)="T, (fz).(f z) pourtout z € F(e);
donc on obtient (¢ ,7) € F  (K), en désignant par 7 1'application :

1
z-»'rw(z)(z), pour tout zéSo,

et ¢ est la bijection : (C{J,T)~>((77",(CP,-CI_7O),77'),(E{3 TN .
B (X

Su s S'v

T?

. e. en

e ¢ ? ¢

DEFINITION 9. Un couple ((N", (9, 9,), '), (%, 7)) € (M )xF (K) tel que 3
soit le foncteur prolongeant 50, sera appelé application covariante K- naturalisée de
n' vers " .

Soit ((Mm",(9, 50) ,M"'):(®,T)) une application covariante K-naturalisée.
Alors 7'(8') est une catégorie d'opérateurs sur la classe 7(&') relativement a la loi

de composition :
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(f, T(z))» T([fz) si, et seulement si, 7'(z) = a(f).
L'application :
(f,7(2)»(9(f,z), T(fz), T(2),(f, 2z))

définit une équivalence de la catégorie des hypermorphismes associée & cette espéce de

structures sur une sous-catégorie de BK .

T(fz)

fz
\\ \QIZ) oX

Eéa(z) T(z)

9, (fz)

Cas particulier. Une application covariante (7" ,(¢, ¢, ), n') s'identifie trivialement

a l'application covariante naturalisée :

(N (9, 9,),1m'),(%,7)),

o 'r(z)z(@o{z),z) pour tout z ES'O.
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CATEGORIES STRUCTUREES QUOTIENT
par Charles EHRESMANN

Cette Note réunit les principaux résultats concernant le passage au
quotient dans les catégories structurées; leur démonstration, assez longue, est
exposée dans le mémoire «Structures quotient» partie I, Comm. Math. Helv. (et
multigraphié, Paris 1963). Les notations sont celles de 1); en particulier Ky

désigne le groupoide des éléments inversibles d'une catégorie X.

Soit (m, P, K, }(y) une catégorie d'homomorphismes résolvante & droite
a produits finis D et saturée au-dessus de M (i.e. p(}(y) est une sous-catégo-
rie saturée de M ). Soit H' et H" deux sous-catégories de H contenant 3()/ ;
les restrictions de p a H' et a H* sont désignées par p’ et p”.
Soit I la classe des graphes multiplicatifs DG otels que Ge M, . Si
G’ ¢ U}, nous désignons par:
G #G' la classe des couples composables (g', g)e GXG,
G, la classe des couples (g, a(g)), ou ge G,
Ya la bijection g~ (g,a(g)) de G sur G .
Soit JU' 1a catégorie des homomorphismes entre graphes multiplicatifs (appelée
@ dans 1)y dont les éléments sont les triplets (G'", f, G ) tels que
G eNy, G ey, (CLF,G)eM, f(GC,)CG,, f(C+G)CG" =G,
f(g'-g)=1(g")f(g) sif(g'g)elCxC".
Soit py(e le foncteur de T vers M défini par (G, f,G ) (G, [,G).
DEFINITION. On appellera graphe multiplicatif (p, H* K" J-structuré (resp. for-
tement (p,H' ,Hv kstructuré) un triplet (G, s, s’ ) vérifiant les conditions : 2
Io G e, selo, s'e Ho, p(s)=0G et
p(s')=GC'«G (resp. p(s')=G *xG" et s'm sXs).
20 Il existe s~ s’ tel que p(s,) = G et (Sys¥gsS)e Hy

1) CRAS Paris 256 (1963), 1198, 1891, 5031. Ces Notes résument les articles (multigra-
phiés Paris, Avril- Juin 1963) sous presse: Catégories structurées, Ann. ENS, Sous-

structures et catégories ordonnées, Fund. Math., Structures quotient, Comm. Math. Helv.

2) Le symbole — (resp. —< ) se lit sous-structure (resp. structure quotient ) de .
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300na(s,«(G ),s")eH", ot «(G" ) estla loi de composition de G .
40 1] existe s, ¢ K, tel que (s,i,s Je H, p(se ) =G, et
(soxs, [Bsal,s)e M, on 1B8,al(f)=(B(f)al(f)), feC.

La donnée du couple (G, s') (resp. ou (G",s)) définit entiérement le
graphe multiplicatif (p, H' , H" )-structuré (resp. fortement (p, ' Hr)- structuré)
(G",s,s'). La condition 4 entraine s, — s.

DEFINITION. On dit que (C°,s) est une catégorie X (H' H")structurée si
£ est une catégorie et si (C",s) est un graphe multiplicatif fortement (p, H',

H" )-structuré (voir D ).

On abrége (p LHO HY Y en /.7 . Soie /L7 (resp. ﬁ'/./o) la classe

des graphes multiplicatifs /. /-structurés (resp. fortement / ./ -structurés ).

DEFINITION. On appellera homomorphisme /. /-structuré (resp. fortement /. /-
structuré ) un triplet o= ((G",5,5"'),0, (G',s,s")) tel que:

1o(G,s,s") et ( ',%,5’) sont dans .T(/ /o (resp. dans fﬁ/./0 )

20 pm(rp)—((‘ ®,G)e M, gy (D) =G, D, 6 )e T e

(3", 0@, s")e H, ot ®+® = restrictionde ®x® 3 C'* G .

Ces conditions entralnent ﬁ}((&)) =(5,b,s)eH
THEOREME. Soit '/ ./ (resp. Y /. ) la classe des foncteurs /. /-structurés
(resp fortement /. /-structurés ). Alors (M, 3 f(' (Wy) (.T( N TOR T(' T( ) et

p}( o ?'(y_) sont des catégories d'homomorphismes, oi fir peut étre Zu soit
T( /.7, soit Jioy.7 . Si H et H sont des sous-catégories de H stables par pro-
duits, (W, py, g ,ﬁ}'/) est a produits finis.

Supposons que la sous-catégorie H' de J{ vérifie la condition (o) (voir
Proposition 10.1 1)):

S p-sous-structure de S entraine S’ p’-sous-structure de S.
THEOREME. Supposons que H* vérifie aussi la condition (o ). Soit (G ,s,s")
un élément de ﬁ:, Les conditions

c sous-graphe multiplicatif de G*, §'~—~ s' et p(35')= GG
assurent l'existence d'une py-sous-structure (b',§,§') de (G ,s,s'). De
plus (W, ﬁm,ﬁ' ,f(}") est résolvante a droite.

COROLL AIRE. Supposons de plus X' et X" stables par produits. Si on a

(G s), g (Crs;))e )./,
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ou it =1, 2,il existe (g;(G},gl ), o) 57:('/./0 avec g r—s; Xs,.

Si r est une relation d'équivalence sur la classe G, nous désignerons

par 7 la projection canonique x > x modulor de G sur G/r.

THEOREME. Soit (G',s,s')e ne (p, H,}{)o et r une relasion d'équivalence bi-
compatible sur G* V. Si (3, fx7,s') est une (M*, p Jsurjection, il existe un
s/r—<s et (G/r,s/r,3') est un graphe multiplicatif (p, X, H)-structuré quo-
tient de (G ,s,s') par r.

Soit C° une catégorie et r une équivalence sur C telle qu'il existe une
catégorie quotient strice C°/r. Seit r*r (resp. r;) I'équivalence induite par

1'équivalence produit r Xr sur C"*C" (resp. par r sur C, ).

THEOREME. Soit (€', s ) une catégorie N-structurée et (5',7%7,s" ) une (WM&,p)
surjection. St les relations (f, L8 )eH et prst) = (C'/r)s(C/r) entrainent
§'=35", dlors il existe s/r—s et (C'/r,s/r)est une catégorie H-structurée
quotient de (C',s ) par r.
COROLLAIRE 1. Soit (C",C?) une catégorie double D si rC xC P admet
une catégorie quotient (resp. quotient strict) par rxr, alors il existe une caté
gorie double (C'/r,(C/r)e )(resp. (C'/r,Co/r)) quotient par v de (C*,C2 ).
COROLLAIRE 2. Soit (C',s ) une catégorie topologique D). supposons € %C”
saturé pour rXr (resp. supposons r ferméee ) et s séparée. Si sXs/rXr est ho-
méomorphe a s/rXs/r (par exemple si r est ouverle ), alors (C/r,s/r)
est une catégorie topologique quotient de (C',s).

Soit @ la catégorie des homomorphismes ((M*,<),f,(M.<)) entre en-

sembles ordonnés tels que (M',f, M )¢ M. Nous utilisons les sous-catégories

formées des ((M’,<),f,(M,<))EQ o, si x, 5", x"¢M, yeM’', ona:

0 :six'<x et f(x')=f(x),alors x' = x,
Qn tsi y<f(x), il existe x"< x tel que f(x")=y.
e : (M,<) et (M’,<) sont des classes sous-préinductives L3 e

flx'nx")=f(x")nf(x") si x'<x, x"<x.
& (ML) F (M, <)) e 5 (M, <) et (M',<) sont des classes in-

ductives et, si C est une partie de M ayant un x-agrégat:
fe5c)= B1ec), avec y=f(x).
s SOOML <), [ (M,<))e 8, (M,<) et (M',<) inductives .

3) Elargissements de catégories, Topologie ct Géom. Diff. III ( 1961).
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On pose: §"P6 — parfn gns _ o fin o v —§nlv.

Une catégorie Q(Q",Q)-structurée est dite ordonnée 1; une catégorie
ordonnée qui est aussi P (resp. 9%- resp. I-)structurée est dite sous-préin-

ductive (resp. sous-inductive, resp. inductive ) b,

THEOREME. Soit (C",s ) une catégorie ordonnée. Si on a (5', 7«7, s')e Q" e
si la condition suivante est vérifiée :

(a) Les conditions E, e, e'¢e Cy, e<E, e'<E et fof(e)=F(e')en-
trainent e = e’, ’

alors il existe une catégorie ordonnée (C"/r,s/r) quotient de (C",s ) par r.

THEOREME. Soit (C',s ) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-
tive, resp. inductive ); si (§',Fxf,s’)e §nPe (resp. e gne resp. ¢9") e si
(a) est vérifiée, alors il existe s/r—<s et (C'/r,s/r) est une catégorie sous-
préinductive, resp. sous-inductive, resp. inductive ) quotieni de (C",s). On
peut remplacer dans ce théoréme le mot catégorie par le mot groupoide (voir 3

pour la définition d'un groupoide sous-préinductif,...).

Soit (M,< )¢ flo. On dit qu'une équivalence r sur ¥ est compatible sur
(M,<) silarelation définie par:

’

r(x)<7(y) ssi il existe x'~x, y'~vy,

est une relation d'ordre sur M/r. On dit que ((M', <), f,(M,<))¢ gpo (resp.
¢ 8 Yvérifie la condition (¢P¥ ) (resp. (q®)) si les conditions y e M’ et y, <y,
pour tout i e/, ot/ est un ensemble fini (resp. quelconque) entrainent qu'il
existe x ¢ M et x;< x tels que f(x) =y et [(x;)=y; pour tout i el.

THEOREME. Soit ( C*, s ) une catégorie ordonnée (resp. sous-préinductive, resp.
sous-inductive, resp. inductive ). Supposons C'+C° saturée pour rXr. Si r est
compatible sur s (resp. si (s/r,7,s) vérifie la condition (qPS ), (resp. (q°),
resp. (q°) ), r«r est compatible sur s'; si de plus (a) est vérifiée, alors
(C'/r,s/r) est une catégorie ordonnée (resp. sous-préinductive, resp. sous-

inductive, resp. inductive ) quotient de (C’, s ) par r.
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Sous-slruclures el catégories ordonnées
par
Ch. Ehresmann (Paris)

Introduction. Dans [1], nous avons défini la notion de sous-
strueture d’une  strocture  dans  nne  catégorie  d’homomorphismes
(¢, p, i, <5) lorsque (’ est munie d’unce structure de catégorie inductive.
Ici, nous allons généraliser cette notion, ¢n définissant les (', p)-injec-
tions, ot (¢, p, ) est un foncteur de - vers , et ¢’ une sous-catégoric
de (. En particulier, nous verrons que les résultats de [1a], § 1, sont
valables en remplacant la catégorie inductive (C, <) par une caidégorie
ordonnée. Hnsuite, nous définissons les catdgories sous-préinductives
et sous-inductives et étudions les propridtés du pseudo-produit.

Pour les définitions de catégoriexs homomorphisiues et @esplees
de structures, nous rewvoyous o [1] et & [2]; pour la définition et les
propriétés des catégories structurées, o [1a], § IL

Une structure de catégorie sur une classe (¢ sera encore désignde
par ( (ou simplement par ). Soit (7 wune catégorie. Le composé de
deux ¢léments g et f de (4, 8% est défini, est désigné par g-f. Loes appli-
cations source et but dans 7 sont notées « et f. Lo classe des unités
de (7 (ou une classe d’objets) est représentée par le symbole Cg; le grou-
poide des éléments inversibles de (° est noté (,.

1. Rappei sur les quatuors. Soit (’ une catégorie. Soit [ C
la classe des quatuors de (7, est-a-dive [1[| des quadraplets (¢ 1, f, o),
ol ge Uy, JeC, ffe’ et g e’ tels que Tes composés ¢ et g"- f soient
définis et égaux.

Rappelons [1} que [JC est une catégorie double ((1C, =€) pour
les multiplications longitudinale et latérale suivantes:

=7 I
7,7,
st
g, f,

Soit ¢/ une sous-catégorie de ‘5 nous désignerons par [J(C; )
la sous-classe de ¢ formée des quatuors (¢, f', [, ¢) tels que fe(

et f ¢’ lest une sous-catégorie double ([11(C; '), BH(C; ¢)) de
(e, BC). Soit [1(C'; C) la classe des quatuors tels que ge @, g'e¢ .

O, 119 =9, ]_U -1 f fra) si, b seulement i, qs

7’ g ==
LB, e = -9F 1,39 i et seulement s, f= f

125
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212 Ch. Ehresmann

Soit (C, p, ¥, I) une catégorie d’homomorphismes. Alors ( me, Op,
Mm%, M(%; $,)) et (BC, Op, BU, B(J,; X)) sont des catégories d’ho-
momorphismes, ot [Jp désigne le foncteur (double)

9,11, g)“’(p(g')yp(f,)’p(f)yp(g)) .

Pour qu’un duadruplet G d’éléments de 9, (k', W', h, k), appartienne
a O, il faut et il suffit que:

a(k) = a(k), B(h) = a(k'); a()=p(k), BI)=p(K)

et que Pon ait (p(&'), p(#'), p(h), p(k)) e 3C. Par suite le quatuor @
pourra aussi étre ¢erit sous Pune des formes suivantes:

(k,; Op(4G), k) ou (kly p(h'), p(h), k) .

2. (¢, p)=injections. Soicnt C et I deux catégories et (C, p, /)
un foncteur. Soit (' une sous-catégorie de (.
DiprNtrioNn 1. On appellera (C', p)-injection un ¢lément § de
vérifiant les conditions suivantes:
(i) p(j) e .
(i1) Pour tout §eH tel que B(§) = B(j) et p(g) = p(f)-¢'y ot ¢' € C,
il existe § €% tel que § =j-§" et p(g’) =g’
Remarquons que Pélément §
= dont la condition (ii) assure Dexis-
tence peut ne pas étre unique.
Lxemries. 1. 8i ¢ = (7 est la
g catégorie des couples (s, 8), ol s e,
P et s ey, et si p est le foncteur

' , [B,«l, alors § est une (C,[p, af) in-
p(J) g jection si, et seulement si, j admet
un inverse a droite dans ).

pLg) 2. Bi (" est la catégorie des

monomorphismes stricts de C [3],

les (7, p)-injections sont les monomorphismes stricts de -) dont image

par p est un monomorphisme strict de G, si (€, p, %, K,) est une
calégoriec d’homomorphismes.

PROPOSITION 1. La classe H e gy (notée ausst -2 ) des (C', p)-injections
est une sous-catégorie de la catégorie p—2(C').

Démonstration. Si je-_, on a évidemment a(j)e ¥, et f(j)e 5.
Soient § €W ot 5 -l tels que §'"=4"- j soit défini. Alors p(j”') appartient
a C'. Soit FeH tel que B(F) = B(’) et p(§)=p(i’")-¢y”. Comme j ey
et p(§) =p(") (p(j)-y"), il existe §" €9 tel que:

J

i'-g et p(g)=pH)9.

Q

§ =

428
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Puisque j e .. 1l existe §” e K tel que:
g =19 et plg=g".
Par suite:

=t s =it

g=ij-g'=i-g et el
Dans la fin de ce paragraphe, nous poserons:
U =M(C; ) et AU=MH;Hs).

DEFINITION 2: On dira que % € I est un (€', p)-sous-homomorphisme
de ke i, et on écrira B <emh, ou kB <k, sl existe

(21?‘,,].,- 7;/) e*:?Z.
En particulier si se ¥, et Se Wy, on a:
§ <] 8 si, et senlement si, il existe je g tel que «(f) =s, f{j) =§.

Si Bk, on a aussi a(k)<<a(k) et

BE) 2 B(R). g

PrOPOSITION 2. Soient he M. jeHo 7

Y h B! ¥

et i e M tels que:

alk) = B(j) et Bk =) J
8l existe H = (p(h), p(i’), p(j), ¥') ¢ U, s
alors il existe
H=(h,j"j, K)yel tel que Tp(H)=H. D

En effet les conditions: j' e, et (/) ¢

ph-§) =p(R)-p(i) =p()- ¥
assurent Pexistence de %' e ) tel que p(A') =h' et j- % = h-j.
PROPORITION 3. Soient he i, et B ¢H,.. Sl existe je o tel que
a(j) = a(¥), B(j) = a(R) et (p(k), [, p(i), p(E)) € U, alors on a: k-j-B' " e U

et b <((_w,p);}—b'.
Démonstration. Posons j =%-5-%7% On a p(j’) =1 ¢ . Soit
7 e tel que B(g) = B(j") et p(g) =p(i")-¢'. Comme
pE g =p®) ()¢ =p()p((FT)-¢)
et que je i, il existe 7, € i tel que:
Rhg=j-g et plg)=p®E )¢
Posons §' =% - §. On trouve: p(g) =g et:
g=(-§)-gi=0G"F)F"§)=j§7.
Donc § € U<y par suite (B, §,7, %) €U et B <h.
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214 Ch. Ehresmann

Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons que ((/,p, ¥, 3)
est une catégorie d’homomorphismes. Un élément b de )¢ sera représentd
par le triplet (8(h), p(h), a(h)).

Pour que § e/ soit une (¢, p)-injection, il faut et il suffit que

(i) pli) e .

(i) La condition:

g (BGL P-4, 8) e i entraine:  § = (a(f), ¢, ) e .

Remarque. Les conditions: § e et p(j)e (, entrainent §e Ji,.
En effet, de la velation: B(j) = (), p()-p ()™, B(G)) € 1, il résulte:
i = (u(j),p(j)’l, BUi)) € ¥. Comme §'-j == a(i) et §-§° = B(j), on en dédunit
i i et e i,

ProvosirioN 4. Soient § et § dewr ((Z, p)-injections telles que {(j)
2 BT = S SVl ewiste | e O avee p(§)- [ == p i), alors §7 = (alj), [, ali))

s

ext wne (', p)-injection el j-j" = j'.
) 7 } 13 ]

o

=7

Démonstration Posons s == «(f) et s == a(j’). La relation:
i J

"

A8, ) f s e enteaine 7 (s, f7, 87) €
puisque § e N, Supposons J = (s, p(§’)- ¢, 8) € 4. On a:

P-g=(8,pG) -1, 8) - (8, (i) 4, 8) < I
el, comme j§ e )i, on obtient:
(s, 9, 8)e¥, donc §el..
CororLAtRE. 8t S contient ‘X, les conditions:
feloy FeN, G =RGY et pl) =pd)

’

entrainent: j - j’.
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Démonstration. Ces conditions entrainent, d’aprés la proposi-
tion 4: (s, p(8), s’) €Y. et, de la remarque précédant la proposition 4,

on déduit (s, p(s), s') €K, done s = (s, p(s), s') = &', puisque (C, p, IU,)
est une espece de structures.

Remarque. Si C' contient des éléments f tels que a(f) = B(f), il
pent exister des (C’, p)-injections j telles que a(jf) = B(j).

PROPOSITION 5: Les condilions:
jeUs, §eUs, T=(BG) M, BG) N et (hyp(), P, B) U

entrainent: B = (a(j’), 0, a(f) e W et W'k Si de plus on a ke ¥, et
W eC,, alors B €N,

En effet, d’aprés la proposition 2, on a %' ¢ . Si de plus % e X, et
heC,, on a aussi:
(W@, p(), W) €U, domer  Bi = (alf), M7, a(i)) € i

Comme %+ k' = a(j) et h'-h = a(j’), on obtient " e-i..
Dans le théoréme suivant, nous posons:

(5] = (B, B(R), a(B), B « (MUY, o Beh.
[h] = (b, B(R), a(h), B) € (M€, o heC.

TutorEME 1. Les conditions suivantes sont équivalentes, ol T e it
et B e¥H:

(i) ¥ <Leem b
(iiy IT existe (B, §’,7,h') e (DN)<@,am tel que Don ait

(B(R), 757y B(R)) € (MU)<catom) -

i ]_)émonstration. Soient b = (8, b, 8) et &' = (s;, h', s). Supposons
A’ h. Par définition, il existe j e N et § ¢ A tels que

J=(k,ii,B)ed3NU ot OpJ)e.
Soit G = (k, Op(J)- &', k) e U, o G = (W, ¢i, ¢, p(k)) ¢« JC. Comme
G = (Eyp(j,)'g{7p(7.)'gla Z—’ »

on a (8,p() ¢, alk) ek et (8,p(’) gi, B(E) eH. Les conditions:
jeUs et § €U, entrainent:

d = (87 g’, a(lb)) €N et gl’ = (317 gL ﬁ(z)) €K .
Puisque G’ ¢ J€, on en déduit:
G = (Zl: i, Z) e O, d’ou [ﬁ']< [Z] .
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216 Ch. Ehresmann

Inversement supposons [%']<][k]; ¢'est-a-dive il existe une (U, CIp)-in-
jeetion J = (k. 3§, i. k). Alors p(f) e @’ et p(i’) e C'. Supposons:

g = (a(ﬁ)7p(j)'g/7 SI) eIl

Des relations:

b

= (z~ - g, 577S’)5D:}{

et

DP(G) == (ha h-pliy-g.p0)- 9, P(S’)) = ('_—’}7('])) o (7"7 Veg, 9',’]7(3')) ’

il résulte: N
B W-g,¢,8)e3TN.
Par suite:
(s.9.8)e M et jeds.

Si de plus (B(R), ', i, B(F) e (D)@, o0 a de méme j' €N et par
conséquent f' <2, b

COROLLAIRE. § <ye; S est dquivalent & [8]<iu,om[S], ol se My et
S € )(0

3. Transitivité. Soient (C,p, %) et (X, P, A) deux foneteurs.
Soient (2 une sous-catégorie de C et )’ une sous-catégorie de .

PrOPOSITION 6. i j e N est une (N, P)-injection et si P(j) est ume
(@, p)-injection, alors ] est une (C', pP)-injection.

Démonstration. Soit §e N tel que 8(§) = B(7) et pB(F) = pB()- ¢+
Comme B(B(§)) = B(p(j) et B(j) e Hzem, il existe g1 e N tel que B(F)
= p(f)-¢1 et plgl) = ¢'. Puisque j est une (%', p)-injection, il existe

7' e X tel que:
g=17-9 e PG=g, dou pp(F)=yg.

Done j est une (€', pp)-injection.
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PROPOSITION 7. 8i (C,p, ¥, J) est une catégorie d’homomorphisines
et 35 j e est une (C, pp)-injection telle que P(j) e H’, alors j est une
("', P)-injection.

Démonstration. Soit e X tel que A(§) = 3(j) et B(F) = p() 9.

Puisque pP(G) = pP(7)-p(g’) et jeHsepm, il existe § e tel que:

=7

g=7-4 et pp(g)=plg).

Comme (@, p, 9, J) est une catégorie d’homomorphismes, les relations:

p(B(7) =plg), alg)=a(B(g) et Bg)=a(p() =437

entrainent: p(§’) = ¢’. Par suite j est une (7', p)-injection.

Remarquons que les conditions de la proposition 7 n’entrainent pas
foreément que p(j) est une (@', p)-injection.

4. Catégories ordonnées. Soit 9/, une classe de classes conte-
nant, avec une classe, toutes ses sous-classes, avec deux classes, leur
produit. Soit W la catégorie de toutes les applications (M’, F, M), ou
M eNl, et M’ €N,

Soit 3, la classe de toutes les classes ordonnées (M, <), ot M e W,.
et soit 2 la catégorie de tous les homomorphismes entre classes ordon-
nées appartenant & Gy, Soit 2 le groupoide des éléments inversibles de 0.
Soit o Papplication:

(30, <), F, (3, <)) —(M', F, M)

de @ dans V. On sait [1] que (W, .2, ) est une catégorie d’homo-
morphismes & produits finis [1], résolvante a droite [11.

Soit £’ la sous-catégorie de 3 formée des homomorphismes strices,
c’est-a-dire [1] des homomorphismes ((M', <). F. (M. <)) tels que: Si
Flxy=F(z') et ' <x, oW we M et &' e M, alors on a 2 =x'.

Soit 27 la sous-catégorie de &' formée des homomorphismes stricts
(M, <), F, (M, <)) tels que, pour tout xe M, la restriction de F & la
classe des éléments &" <& soit une application biunivoque.

Rappelons gu'une catégorie !5(5', Q)-structurée est appelée (17 une
catégorie ordonnde. En remplacant &' par 37, nous poserons:

DErINITION 3. TUne catégorie Q9. Q)-structurée sera appelée caté-
gorie s-ordonnée.

Pour que (€7, <) soit une catégorie ordonnée (resp. s-ordonnée),
il faut et il suffit que soient vérifiés les axiomes (O, (0,), (G;) et (O,)
(resp. (Oy), (Oy), (Os) et (Op) [1]:)

(0,) © est une catégorie et (C, <) e,
(0 <f entraine a(f') < al(f) et B{(f') < B(f)-
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(Os)  8i fs-fi et f,- 7, sont définis et si fi <[, et f3 <[,, alors:
' fifi<foh.

(Og)  8ion a: J'<f, a(f) = a(f) et B(f') = B(f), alors |' =1.
(03)  8Siom a: <[, [" <[, a(f') = a(f’) et B(f') = p(f"), alors | ={".

TrEOREME 2. Soit (€', <) une catégorie ordonnée. La classe des j e @
tels que a(f) <j << () est une sous-catégorie C. de C qui définit un ordre
sur Cy. 8i je @y, nous éerivons: j = B(j)S>alf). On a: (h,ﬂ(h)>ﬂ(h'),
a(h)Sa(W'), k') eC1(C; Og) si, et seulement si, B <k, a(h)S>a(k’)eCs e
Bh)SB(H) eCu.

Démonstration. Soient j et j° deux éléments de (° tels que:

a(f) <j <p(j) et a(i’)<j <B(').
Si a(j) = a(i’) = e et f(}) = f(j’) = F, on a, Laprés (0y):
j=je<E =i et j=je<E =7,

d’ott § == j’. Nous poserons: j = ES~¢ e . Pour tout ee (%, ona ex>ee(’;.

Les conditions:
(F>e)eCy et (e>e€)eCy

entrainent, en vertu de (O,):
¢ =¢-¢<e(e>e)<(E>e)(¢e>e¢)<E-E=EFE.
Par suite on trouve:
(ESe€)-(e>€)=(ES¢)eCs.
Soit k=(h,e,>61,e>¢, 1) e J(C; Cg). En utilisant (O,), on a:
Wo=e-h<(e;S>e1)- bW =h-(e>e)<h-e=h.
Inversement les conditions:
Bo<hy, j=a®Sall) et § =ph)SBH)
entrainent, d’aprés (O,):
iR < By et §B =G R)a(d)<h-j.
11 résulte alors de (O,) que §j'- k' = h- §, ¢’est-a-dive: (k,§',§, b') e O(C; C).
COROLLAIRE 1. 8i (@, <) est s-ordonnée, U = [J(C; Cy) vérifie
Vaxiome:
) Sik=(h,e,e,e>€,B)eU et K =(h,e,~e1,e>¢, k") e,
on a: b =h", et par suite k =¥k
COROLLAIRE 2. Soit (C, <) une catégorie ordonnée. 8i [1C est munie

de sa structure de catégorie ordonnée [1], pour Vordre induit par la classe
ordonnée produit (C*, <), on a: [M(C; Cz) = IHC)<.
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DEFIXITION 4. Nous dirons qu’une eatégorie ordonnée (O, <) est
complétement régulicre ¢ droite si, pour tout couple (E,e), ou e ey,
EeCy et e < E, il existe E>eeCy.

Soit (¢ une catégorie. Soit ¢’ une sous-catégorie de  qui définit
un ordre sur (%. Désignons par << la relation sur ¢ définie par: f' < f si,
et seulement si, il existe (f', 4,7, f) ¢ O(C; ).

ProPOSITION 8. Awvec les notations précédentes, (C, <) est une caté-
gorie ordonnée complétement réguliére & droite: powr que (C, <) soit s-o0r-
donnée, ¢l faut et il suffit que U = T(C; C') vérifie Paxiome (u).

DEFINITION 5. Nous dirons que (9, <) est une catégorie ordonnées
au-dessus de (O, <) relativement & p si les conditions suivantes sont
vérifiées:

(1) (), <) et (C°, <) sont des catégories ordonnées.

(i) (@, p, N, N,) est une catégorie d’homomorphismes, ol i, est
le groupoide des éléments inversibles de .

({ii) On a: (€, <), p, (A, <)) L.

5. Catégorie d’homomorphismes au-dessus d’une catégorie
ordonnée. Soit (C, p, ), J) une catégorie A’homomorphismes. Supposons
que (¢, <) soit une catégorie ordonnée et soit C, la sous-catégorie de
¢ construite ci-dessus. Nous poserons: U = [[](C; Cx).

Soit § une (C., p)-injection, s = a(j) et § = B(j). On a:

p(j) = (p(8)&p(9) e Cx.
Par suite j est entiérement déterminé par la donnée du couple (S, s).
Nous poserons: j = 8 &ys. En particulier si s =8, alors §5,8 ==s.

DEFINITION 6. Avec les notations préeédentes, nous dirons que S&,s
est une p-injection, ou que s est une sous-structure de 8 dans (C, p, ¥, I3).
Nous éerirons aussi dans ce cas: s<<8. Si % est un (Cy, p)-sous-homo-
morphisme de %, nous dirons aussi que k' est un sous-homomorphisme
de % et nous poserons: & <2, k, ou &' <h.

ExemPLE. Dans (@, Ide, @, ©), on a: e<F si, et seulement si, il
existe B & ee(Cy. Ainsi les catégories Cs et Ce1a sont identigues.
On a: f'<Zf si, et seulement si,

a(fy<alf), BUI)I<KBF et f<j.
Les relations ' < f et f'<Jf sont done les mémes si, et seulement si,
(€, <) est complétement réguliére a droite.

ProPOSITION 9. La condition: K <,k entraine p(k')<p(k) dans
(G, Ide, C, C). Les conditions:

<k, E'<pk e pkE)L[pE) dans (C,1de, C, Q)
entrainent: _ _

A
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Démonstration. Soient % = (8,7, 8) e et 7 = (s{, h',8)e%
tels que B’ <] h. Comme on a:
:P(—E; Sl>'5'1,7 S%'g/y 7;,) €,

on obtient p(ﬁ;) {p(ﬁ)_ dans (€, Ide, €, €). Soit B o= (87 RS ek
tel que: 2’ <k et p(R")<Lp(h') dans (C,Ide; C, C). Les relations:
P(8S8)eCyy p(8S38")e O et p(s’) > p(s”) e Cy entrainent:

PESS) (p(s)&p(s") =p(8&s").
car (. est une catégorie définissant un ordre sur la classe de ses unités.
En utilisant la proposition 4, on en déduit:
s' <<y et, de méme s <]
Enfin, puisque p(#’)<p(%’), on a:
Tph' siSsy, 8 & R U
par suite (7', siS s, 8'S R e TN et BL2E.
COROLLAIRE. 8i <5 contient )., les conditions:
=2,k B2,k el  pF)=pE

entraineidt:
ho=h".

En effet, ces conditions entrainent:

J=al)sal)e e, JT=alb)all’)e e et pij=pU").
Done j' = j"’, en vertu du corollaire de la proposition 4. cest-a-dire
a(h') = a(h'). De méme, g(k') = (k). Par suite b' =h".

THEOREME 3. ST 5 contient )., (¥.<Zp) est une catégorie ordonnce
complétement réguliére a droite, au-dessus de (C°, <) relativement a p: de
plus on a:

W2k osi, et seulement si. a(B) <, alh), Y <Zp B(hy et &)Y <pihi.
Démonstration. Supposons s S et §<s. ot se ¥, et &e,.

On a:
pS)pisieCs et ps)>=p(8)eCyg.

Qou p(s) = p(8) et, d’aprés le corollaire de la proposition 9. s =S.
Il en résulte que la relation: s<<§ est une relation d’ordre dans I, et.
d’aprés la proposition 8, (I, <3,) est une catégorie ordonnée compléte-
ment réguliére & droite. Le corollaire de la proposition 9 signifie:

((87 <)7p7 (;9{.' '<p)) f-??i -
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Enfin, pour que Pon ait &' <3, %, il faut et il suffit que l'on ait:
a(B) < ak), BE)<,BE),
Op(F, a(h) & a(®), BB & BE), F) < U .

On déduit du théoréme 2 que ces conditions sont équivalentes a:

af)S[pa®), BFHE)<LBh) et pE)<p(k).

COROLLAIRE. 8¢ (C, <) est une catégorie s-ordonnée et si S contient
Ué,, alors (1, <p) est une catégorie s-ordonnde.

et

Les propositions 3 et 5 et le théoréme 1 s’énoncent maintenant:

PROPOSITION 3'. Les conditions:

Red,, Red,, al)<pal) e p&)<ph
entrainent _ B
<,

PROPOSITION 5'. Soient b = (81, h,8) e X, s <8 et $,<8,. 8l existe
< htel que a(h') = p(s) et B(R') = p(s), on a: B’ = (s,, ', 8) ¢ H. St de
plus hel, et W e@,, alors B N, .

THEOREME 1. Les conditions suivanies sont équivalentes:

(i) &<k dans (C,p, XK, I).

(it) [A'1<[R] et [B(R)I<IB(R)] dans {DC, Op, D ¥, D (4; 3,).
la catégorie M1 C étant munie de sa structure de catégorie ordonnée.

Soit de plus (%, P, N, ) une catégorie d’homomorphismes. Nous
supposons # muni de sa structure de catégorie ordonnée (7if, <7). Des
propositions 6 et 7, il résulte:

COROLLAIRE. Soient 5e¢, et Sel,. On a §<55 si, ef seulement si.
§<258 o B(5) =279

6. Catégories sous-préinductives et sous-inductives. Soit
(N, w, £2,02) la catégorie d"homomorphismes construite au n® 3.

Soit J5° la sous-classe de (O, formée des classes sous-préinductives.
cest-a-dire [2] des classes ordonnées (4, <) e, dans lesquelles est vé-
rifié 1’axiome:

Soient xed, ' ed et " ¢ A tels que ¥ <x et x” <. Alors les
éléments &’ et a” admettent une borne inférieure x’' ~x”, appelée leur
intersection.

Soit §7° la sous-catégorie de 2 formée des applications sous-inductives
entre classes sous-préinductives, dont les éléments sont done [2] les tri-
plets ((4', <), F, (4, <)) tels que

(4, <)eT8, (4, <)eTs et F vérifie I'axiome:
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Soient ze d, ' ed, 2" ed tels que "<z et ¥’ < x. Alors on a:
F@ ~x"y =F(x')~F(z').

(W, 0, 3%, 7% ~ 2) est une catégorie d’homomorphismes 4 produits

finis, résolvante & droite [1]. )W étant munie de sa structure usuelle de
catégorie ordonnée (et méme inductive), une sous-structure de (4, <)
dans cette catégorie d’homomorphismes est une sous-classe sous-pré-
inductive de .4, c’est-a-dire une sous-classe A’ de .4, munie de ’ordre
induit par <, et telle que les conditions:
ed, a'ed’, wed, <z e x<ux
entrainent:
¥x'ed .
Nous poserons: J7° = J* ~Q'; on a aussi 77" = 7% ~ D}; en effet, si
(4, <), F, (A, <)) e ™ et si on a: &' <, &' <w et F(a')=F(a"),
alors F(a' ~ ") == F(@') =F(2"), doll ' ~n 2" =2 =x" [2].
DerFiNITioN 7. Une catégorie J7°(97%, J%°)-structurée sera appelée
catégorie sous-préinductive.
Tne catégorie sous-préinductive est aussi s-ordonnée.
THEOREME 4. Pour que (©', <) soit une catégorie sous-préinductive,
il faut et il suffit que soient vérifiés les axiomes suivanis:
(1) €& est une catégorie, (C, <) est une classe sous-préinductive el les
axviomes (0,) et (Og) sont vérifiés.
(I*®) Les conditions: |’ <f et ' <f endrainent:

alf ~j7) =alf’) ~alf?) e B~ [y =B{) ~ B

Démonstration. Les conditions sont évidemment nécessaires.
Montrons gu’elles sont suffisantes. Soient ¢ € Cg, €' € @ et ¢ € Cp tels que
¢ < e et ¢’ <e. En vertu de (I’), on a:

<

ale ~€')=ale)nale')=¢ e eCy.
Done @ est une sous-clagse sous-préinductive de (C, <<). Soit & % &
la classe des couples (g, f) composables. Les conditions:

(9: ) eC%C, (g, ])eC%C, (¢ e %,
(9, 1)<(g,1) et (g ])<(9,])
dans la classe sous-préinductive produit (€ <, <) entrainent:
9<g, g'<yg, P'<f et ['<f.
Par suite de (I*®), il en résulte:
alf ~f) =alfy ~alf");  Blg ~g") =Bg) ~ B(g");
aly ~ng’)=alg)nalg”)=B() ~ BU") =B ~ 1),
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@ott (¢ ~ng",f ~F')e@ %, Ainsi "% est une sous-classe sous-
préinductive de (C x (¢, <<). En vertu de (0O,), on a:

k=g ng) ' ~n1)<g g1 =¥;
g <gf et ¢'-f<g-f,
d’on

a(k) =a(f) ~a(f’) et ) =pg")~Blg").

Puisque a(k) = a(k’) et p(k) = f(k'), on trouve k = k', on utilisant
TPaxiome (O,). Ceci prouve que V'application:

x (g, f)—~g-f
est une application sous-inductive de (¢ % O, <) dans ((, <<). Par con-
séquent, (€7, <) est une catégorie sous-préinductive.

PROPOSITION 10. Soit (€, <<) une catégorie sous-préinductive; soient
eeC el € eCq. Si e el ¢ admellent une intersection e ~ ¢ dans , alors
on aen~eéeCy.

Démonstration. Posons h=en~e. On a al)<enée =h et
B(h) < k. Les conditions:

ueCy, w<<e ot a<<e
entrainent:
w<<alh) et w<<p(h).

Par suite ¢ et ¢ admettent a(h) et S(kh) pour intersection dans (; il en
résulte: a(h) = f(h) et, en utilisant 1’axiome (O,):
b= a(h) e,

DEFINITION 8. Soit (€', <) une catégorie sous-préinductive. Soient
geCetfeC. Soit (g, f> la classe des couples (¢, f') tels que ¢’ < ¢, ' < 7,
et que ¢’ -f soit défini. Si la classe x(<{g,f>) des composés ¢ -, out (¢, /)
e€<g,f>, admet un plus grand élément, nous le noterons ¢gf et Pappelle-
rons pseudo-produit de g et f.

Soit (&7, <) une catégorie sous-préinductive. Le pseudo-produit a les
propriétés suivantes:

(i) Soient g, << g et f, <. Si ¢,f, et gf sont définis, on a ¢,f, < ¢f.

(ii) Si gf est défini, on a a(gf) < a(f) et B(gf) < B(yg).

(iii) Soient ¢ € Cy, K € Gy et ¢ < E. Si Ke (resp. eF) est défini, on a:

a(Be) =e (resp. f{eE) =e).

PROPOSITION 11. Soit (C', <) une catégorie sous-préinductive. Soient
geC et feC. 8i la classe =(<{g,f>) est majorée dans C et 'l ewxiste
(9',1) €<g, I> tel que B(g") = Blg) et a(j') = a(f), alors g'-f" = ¢f.
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Démonstration. Soit (¢, ") e<g,f . Comme g"-f et ¢g’-f" sont
majorés dans @, l'intersection:
k zg,'flf\gll'j”

est définie et, en vertu de 'axiome (I*®), on a:
alk) = a(f') ~ a(f’) = a(j") < a(f)
Bik) =Blg") ~ Bl9") = Bly9") <Blg).

g1 =k<g-f,

et
Par suite

d’ou g'-f =gJ.
COROLLAIRE 1. Soit e C; si e<] a(f) (dans (C, Ide, C, C)), alors fe est
défini et on a a(fe) =e et f{fe) =p(f). 8 f<<f on a:

f =B (falf) -

Démonstration. La classe x({f, e>) est majorée par j et <f,e>
contient (f, a(f)Se). Donc f~(a(f)>e} = fe. Supposons f'-<f; alors on a

fa(f) =1-{a(f) >alf)) .

Comme la classe %(<B(f'). fa(f')>) est majorée par j et que <B(f), fa(f')>
contient (B(f'), ), on trouve: " = 3(f')(fa(f')}.

COROLLAIRE 2. Soient e Gy et EcCy. On a: ¢35 E si, et seulement si.
e < E, Ee est défini et p(Ee) = E. La relation e<E eniraine He = K >e¢.

En effet, si e < E. si Fe est défini et si f(Fe)=FE, on a: He=ESe¢
puizque ¢ = a(Fe). Inversement si E>eecC,, ona ESe= FEe en vertu
du corollaire 1.

COROLLAIRE 3. 8% (&, p, I, ) est une catégorie d’homomorphisines.
la condition s<Z, 8 entraine: p(8S,3) = p(S)p(s): la condition W' <, h en-
traine: (W) = p(B(H))p(h)p (a (k).

Soit 95 1a sous-classe de J5° formée des classes sous-inductives, ¢’est-
a-dire [2] des classes ordonnées {d, <) ¢ O, dans lesquelles est vérifi¢
’axjome suivant:

Toute sous-classe A’ de 4 majorée dans (4, <) admet une borne
inférieure [ A’, appelée son infersection.

Si (4, <) est une classe sous-induetive et si A’ est une sous-classe
de A majorée par « € 4, la classe des majorants »" de A’ tels que &' << w
admet un plus grand élément, appelé sous-agrégat [2] de A’ et noté Ci A

Soit 9° la sous-catégorie de 9 formée des applications induetives
entre classes sous-inductives, dont les éléments sont [2] les triplets
((B, <), F, (4, <)) «T* tels que:

(4, <)eTs, (B, <)eTJs et que F vérifie axiome:
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Les conditions: 4"C 4 et A’ majoré par x dans (4, <) entrainent:

P4y =CIFa), ot y=F(a).

J° contient comme sous-catégorie pleine la catégorie J (voir [1la])
des applications inductives entre classes inductives. Pour que (4, <)
appartienne & J,, il faut et il suffit que (4, <) € J*° et que, pour toute
sous-classe A’ de A majorée dans (4, <<), tous les sous-agrégats de A’
soient égaux; le sous-agrégat unique de A’ est noté (A’ et appelé
agrégat de A’.

N, 0,9%9°~2) et (W, w,T,T ~2) sont des catégories d’homo-
morphismes & produits finis, résolvantes & droite.

Soit (4’, <) €J°; nune sous-structure de (4, <) dans (M, 0, %, J° ~ 2)
est une sous-classe sous-inductive faible de (4, <), c’est-a-dire une sous-
classe A’ de 4, munie de ordre induit par < et telle que: Si A" est

une sous-classe de A’ majorée par ¥’ e 4’, on a: C} A"ed’.

Nous poserons: §° =G~ F' e ' =9~ Q.

DErFINITION 9. Une catégorie 7°(J'%, J°)-structurée sera appelée
catégorie sous-inductive.

~r o~

Rappelons [la] gqu’une catégorie J(J’, J)-structurée est une caté-
gorie inductive. Une catégorie inductive est aussi une catégorie sous-
inductive. Une catégorie sous-inductive est aussi une catégorie sous-
préinductive et par suite une catégorie ordonnée.

THEOREME 5. Pour qu'une catégorie sous-préinductive (C°, <) soil
sous-inductive, il faut et il suffit que (C, <) soit une classe sous-inductive
et que Vaxiome suivant soil vérifié:

(I°) Les conditions fi <<f, ow 1€ C, tel, fe@, entrainent:

' o
Uft U (fi) et ﬂ(}ejlft)=ieulﬁ(fi)-

i€

Démonstration. Les conditions sont évidemment nécessaires.
Montrons ¢u’elles sont suffisantes. En effet, soient:

{1, /) eC°%C, (g,1) e C%C et (g5, 7)) <(g,f) dans (Cx@€, <),

ou ¢ el. Puisque ¢; << ¢ et f; <f pour tout ieI, on a:

(g0 =Jatgn =Jpga =010,

7 a(f) g 8(g)
allUfo)=Ualfy et B(Lg) = Bg0)-
i€l iel i€l i€l
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q ¥
Par suite (U g:, U o) e "% . De plus:
el

iel
K g . g+ f
gi-fe<iJgi-Jfe=k, Qo k=Ugifi<k.
ier” der i€l

Il en résulte: a(k’) = a(k) et B(k) = 3(k), donc &’ = k. Ceci prouve que
G, <)y =(C %€, <>) € (78-

ProvosirioN 12. Soit (', <) une catégorie sous-inductive. Soient g « ¢
et feC. Sl ewiste e C tel que: alg)<h et B(f)<<h, alors le pseudo-
produit ¢f est défini.

Démonstration. Soit ¢ (vesp. F) la classe des éléments g’ (vesp. )

¢ - 7
tels qu’il existe (g, f') e <g, f>. Soit §' = | JG et f = {_| F’. En utilisant
Paxiome (I°), on obtient:

2 Y./ B .,
alg) =Ualt) = J (@) = ] g{I") = §(F);

—r

comme § < g et f <, il en résulte:
(7.7)€<g, 1>, done  §-F =gi.
CoRrOLLAIRE. Les conditions [ e (C, e < a(f) et ¢ < B{f) entrainent que
les pseudo-produits e'f et fe sont définis.

ProrosrTIoN 13. Si (€7, <) est une catégorie sous-inductive complé-
tement réguliére & droite, les conditions:

JeC, eeCy et ey, e<al(f) e ¢ <)
entrainent:
a(fey =e et fle'f)=1¢".

Démonstration. D’aprés le corollaire 1 de la proposition 11, on a:

a(fe) =e et f(fe) = B(j).

Soit e = f(e'f); comme e << e, on a:
e’ <e et ef<f, dou (e, eflele,]>.

Par suite: (¢'¢”)- (¢'f) < ¢'f. Puisque ¢’ <<¢’, on obtient: g(e’e”) = ¢’. Il en
résulte e’ << ¢, donc e =¢é" = f(e'f).

En particulier, si (', <) est une catégorie induetive au sens de [4]
et complétement réguliére a droite, la proposition 13 signifie que (¢, <)
est aussi une catégorie inductive réguliere (au sens de [4]).

Appliqués au cas ot (G, <) est une catégorie induective, les résultats
du § 5 redonnent les résultats de [1a], § I.

Soilent (@, <) et (), <) deux ecatégories sous-inductives. Soient
il et O les sous-catégories de -¥ et C resp. assocides aux relations d’ordre
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(théoréme 2). Nous supposerons que (), <) est une catégorie ordonnée

au-dessus de (C°, <) relativement a p et que P’axiome suivant est vérifié:
Soient % e N et se U, tels que s < (k). On a: p(sh) = p(s)p(k).
ProposiTioN 14. 8i B/ <h dans (U, Idge, U, A), on a: B <y .
Démonstration. Supposons s<< 8 dans (%, Idx, ¢, %). On a:

p(S>8) E('),\' .

Soit ge“l tel que B(g) =58 et p(§) =p(SSs)-¢, o g« C. Comme
(Blg), g’} € <p(s), p(§)>, il résulte de la proposition 11 que g' = p(s)p(J)-
Par suite p(sg) = ¢’. Les relations:

Bls§) <s, a(sg) <alg),
p(B(sd) =Blg) =p(s) et pla(sd)) =alg) =p(a(F)

entrainent $(sg) = s et a(sg) = a(g), Aot § = (8§&s)-sg. On en déduit
§<<pB. Si B <2, k, dans (%, Ldge, W, )}, on obtient, d’aprés ce qui précéde:

a(b)<Lpalh), pR)<pB(R).

Par conséquent 7’2, %, puisque p (k') < p(k).

COROLLAIRE. Soit (9, P, H) un fonctewr. Si ] est une (¥ ., p)-in-
jection, alors j est une (C, pp)-injection.

En effet, on a p(j) eAz, doit Bla(f)) <, B(B())), daprés la propo-
sition 14. Le corollaire résulte alors de la proposition 6.

Remarque. Si (%, <) est complétement réguliére a droite, la con-
dition %’ < % entraine k' <2, %, d’aprés la proposition 14. Toutefois il existe
généralement des sous-homomorphismes %' <J,% qui ne sont pas majorés
par h dans (9, <). Il en est ainsi dans la catégorie T des applications
continues entre espaces topologiques, considérée comme catégorie d’homo-
morphismes au-dessus de la catégorie des applications de classe dans
classe, lorsque T est munie de sa structure usuelle de catégorie inductive
(I" < T si, et seulement si, 7" est la topologie induite par 7' sur un
ouvert de 7). Pour une discussion de cette question, voir [1a], théore-
mes 3 et 4, § L.
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Introduection

Dans la premiére partie, dont les résultats ont été résumés dans [0], sont
d’abord définies et étudies les notions générales de structure quotient et de
sous-structure. La suite est consacrée & I'étude des catégories d’homomor-
phismes formées des homomorphismes entre classes multiplicatives, entre
graphes orientés et entre graphes multiplicatifs. Ceei permet de donner une
définition précise des catégories quotient et catégories quotient strict, ainsi que
leurs propriétés.

Dans la deuxiéme partie sont définis et étudiés les classes multiplicatives
strueturdes, les graphes structurés et les graphes multiplicatifs structuréds, qui
interviennent dans la théorie des catégories structurées. Le dernier paragraphe
contient les principaux théorémes de Particle, concernant les catégories struc-
turées quotient, dont la démonstration utilise tous les résultats précédents.

Ce mémoire est 1ié aux articles [1] et [2] et reprend les mémes conventions,
en particulier les suivantes:

Une structure de catégorie sur une classe C sera encore désignée par C (ou
simplement par C). Soit C* une catégorie. Le composé de deux éléments g et
de C, s'il est défini, est désigné par ¢ - . Les applications source et but dans C
sont notées « et 5. La classe des unités de C* (ou une classe d’objets) est repré-
sentée par le symbole C;; le groupoide des éléments inversibles de C- est
noté C,.

Soit C une catégorie. Soit [JC la classe des quatuors de C, c’est-a-dire [3]
des quadruplets (¢', /', f, g), ot geC, feC, f'eC et g’ C, tels que les com-
posés f'-g et g'- f soient définis et égaux. Rappelons [2] que []C est une caté-
gorie double (COC, HC) pour les multiplications longitudinale et latérale.

Soit (C, p, H) un foneteur (le mot foncteur signifie toujours foncteur cova-
riant); ce foncteur sera parfois représenté par p seulement. La restriction de
p & C, est notée p,. Soit I le foncteur de ooH vers rC défini par:

(Op) @, 5 f 9) = (@), pf), p(), p@) -

La. catégorie duale de la catégorie C est notée C* et considérée comme ayant
la méme classe support que C. Si (C, p, H) est un foncteur, nous désignons
par p* le foncteur (C*, p, H*).
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Soit (C, p, H, S) une catégorie d’homomorphismes [3]. Un élément - de H
est souvent identifié au triplet (8 (%), p(ﬁ), a(ﬁ)) . Rappelons [2] que (C, p,
H, S) est saturé au-dessus de C (ou que H est saturé au-dessus de C) si les
conditions:

heC,, secHyet pls) =u(h)

assurent Pexistence de he H tel que «(h) = s et p (l;) =h. Si § n'est pas
explicitement défini, il est sous-entendu que S = H,. Pour simplifier les nota-
tions nous remplacerons parfois I'une des lettres du symbole (C, p, H, §) par
un point, si aucune confusion n’est possible. Ainsi (C, p, H, .) signifiera
(C.p, H, H,).

Pour simplifier le texte, nous faisons de plus la convention suivante: Soit
(C, p, H) un foncteur; soit H' une sous-catégorie de H; quand aucune con-
fusion n’est possible, nous désignerons par (C, p, H') le foncteur de H’ vers C
défini par la restriction de p & H'.

%%



Structures quotient

Table des matidres

Introduction .

L Structures quotient .

2.

4.

. (K’, p)-injections et (K', p)-surjections .
Cas particuliers:

I) Sous-structures et structures quotient
II) C’-projections et C'-éjections .

III) Injections et surjections au- dessus d’une categorle

d’applications

. Graphes multiplicatifs et categones quotlent

I) Classes multiplicatives
IT) Graphes orientés
III) Graphes multiplicatifs. .
IV) Catégories quotient et catégories quo‘ment strlct
V) Relations d’ordre quotient
Graphes multiplicatifs induits

II. Graphes multiplicatifs structurés .

1.

2.
3.
4

Classes multiplicatives structurées
Graphes structurés .
Graphes multiplicatifs structures .

. Quelques applications:
A) Graphes multiplicatifs fortement structurés induits.

B) Catégories structurées quotient

Bibliographie .

4%5

221

219

222
222

226
227

231

234
235
239
242
246
249

252
252
2568
266

276
278

283



1+

I. Structures quotient
1. (K', p)-injections et (X', p)-surjections.

Soient (K, p, H) un foncteur et K’ une sous-catégorie de K. Soit p* le
foncteur (K*, p, H*).

Définition 1: On appellera (K', p)-injection faible (resp. (K', p)-injection)

un élément § € H vérifiant les conditions suivantes:

1) plj) e K.

2) Les conditions: geH, f(g) == B{) et p(g)=p() - ¢’ entrairent Uexistence
dun (resp. dun et d'un scul) g e H tel que p(g) =g e g=17-¢ .

On dire que 3% ¢ H est une (K', p)-surjection faible (resp. (K', p)-surjection)

st g% est une (K'*, p*)anjection faible (resp. injection ).

Ainsi j* € H cst une (K, p)-surjection faible (resp. surjection) si, et seule-
ment si:

) p(*) € K75
2%) Les conditions ¢ e H, a(g) == «(j*) et p(g) == ¢ - p(F*) entrainent I'exis-
tence (resp. lexistence et I'unicité) de ¢’ ¢ H tel que:
ply) =g et g=gj*.

Remarque: La notion de (K’, p)-injection faible est définie dans [1] sous le
nom de (K’, p)-injection; comme nous aurons essentiellement & considérer des
(K', p)-injections (au sens de la définition 1), il semble préférable de modifier
ainsi la terminologie.

Cas partieuliers: 1. 8i (K, p, H, S) est une catégorie d’homomorphismes,
les notions de (K', p)-injection et (K’, p)-injection faible sont identiques; en
effet, i j est une (K', p)-injection, Pélément ¢’ dont 'existence est assurée par
la condition 2 est entiérement déterminé par la donnée du triplet (x(7), ¢',
x(g)), donc unique. 2. Si § est une (K’, p)-surjection (resp. une (K', p)-
injection) et si p(j) est un épimorphisme (resp. un monomorphisme) dans K,
alors § est un épimorphisme (resp. monomorphisme) dans la catégorie H.

Nous désignerons par H*(K', p) et H*(K', p) resp. les classes des (K', p)-
injections et des (K’, p)-surjections. Nous énoncerons les résultats pour les
(K', p)-surjections; par dualité on pourra obtenir des propositions analogues
pour les (K’, p)-injections.

Pour que j e H soit une (K’, p)-surjection, il faut et il suffit que j soit une
(K', p)-surjection faible et que les conditions:

gi=gj et p(g)=p(g)
entrainent g’ = gi.
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Proposition 1: H*(K', p) est une sous-catégorie de H contenant tout élément
feH, tel que p{f)e K .

Démonstration: Tout f < H, tel que p(f) ¢ K' vérifie la condition 2* pour
§¥ = f. Soit je H*(K', p); on a évidemment «(j) ¢ H*(K', p) et [(j) ¢
He (K', p). Soit §' ¢ H*(K', p) tel que x(j') = f(j). D’aprés la proposition duale
de la proposition 1 de [1], ' - est une surjection faible. Supposons que 'on ait:

90D =g1-0G"-7) et p(g)=p(g).
Les conditions:
(¢'-3)7= (977 et p(gi") = p(g:7)
entrainent g¢'-j’ = g,-§', puisque j est une (X', p)-surjection. Les relations:

2

g7 =i et plg) = p(g)
entrainent alors ¢' = g|; done j'-je H(K', p).

Théordme 1: Soient je H (K, p) e § e H (K, p) tels que x(j) = ().
Soit fe K tel que: {-p(j) = p(§’). Alors il existe un et un seul " ¢ H(K', p)
vérifiant les conditions:

pU")y =1 e j"7-j=7".

8% f est tnversible dans K', " est tnversible dans H.

Démonstration: Les relations:

je HY(K' p), a(j) =a() et p() =7[p@
entrainent I’existence d’un élément unique j” tel que:

!

PG =1 et T j=7.

Montrons que j” est une (K’, p)-surjection. Soit g ¢ H tel que

x(g) = a(j") = B() et p(g) =g f.
Comme j' ¢ H*(K', p) et que 'on a:
plg- =g 1 p() =9 p{),
il existe un et un seul g’ ¢ 4 pour lequel:
AN E

plgy=¢ e ¢ -j=97=1(g
=g . Les conditions:

Comme p(g' -7") = p(yg), il en résulte ¢’ - 5"
P T !

g =g et pG) = p(@)
entrainent g’ -§' =g¢i-j, d'ou g = gi, et par suite j’ e H(K', p). —
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Supposons f e K;. 11 existe aussi j; « H*(K', p) tel que:
pUy) = {7 et ji-f =7,
Les relations:
G- d=7g-7 =7 et pGy-j") =«(f) = pBG)

entrainent: 7 -j” == x(j"). De méme on montre ;" -5/ — £(;"). On en

déduit §” = (j/) e H,.
Corollaire: Les conditions: §e H (K, p), j ¢ H*(K', p),
afj) = (i) e p() = Q)
entrainent j' = y-j, on yeH,.
En cffet, d’apres le théoréme, il existe j" e H, tel que:
") =pBG) et -7 =7".
Nous désignerons par U la catégorie longitudinale ri(K; K') dont les

éléments sont les quatuors [2, 3] (¢, f'. f,9) e 0K telsque fe K' et [ e K'.
De méme: -
U = o(H; HY(K', p)) et U= oo(H; H(K', p) .
Définition 2: On dira que WeH cstun (K, p)-homomorphisme quotient
S, h)ye U (resp.

(resp. sous-homomorphisme) de heH 4l existe (h’, 9
(hy9', 7, h') e U); on écrira alors:
WERL ow W —<h (resp. h' K< hoou h<h).
K, »)
Proposition 2: Soient he H, j e H*(K', p) et '« H*(K', p) tels que:
x(h) = a(G) et ph) =a(’). S existe:
H =, (), pi), pk) e U,
alors il existe un et un seul H = (;L', 'y 7, R) e U* tel que
[lp(ﬁ) = H.

8i de plus iaeHy et h' e K,, ona: I;’sHy. -

En effet, les conditions j ¢ H(K', p) et p(j'-h) = b’ - p(j) assurent l'exis-
tence et l'unicité de 2’ ¢ H tel que A'-j = j'-h. — Supposons heH, et
W eK,; onaaussi (', p(j), p(i"), p(h™)) ¢ U; donc il existe k¢ H tel
que p(hy) = k-1 et (b, 7,5, h*)e Us. On en déduit:

(W) f =R f bt = b =
done ' -hy = B(j') = B(W'), puisque j' ¢ H'(K',p) et p(h' ki) = p(B(j'))-

De méme on obtient A} A’ = a(k'); ot h' = (hj)te H,.
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Proposition 3: Soient he H, et h' e H,. Sl existe je H(K', p) tel que:

(e®): 1 pG), p) € U, «(j) =a(h) e B(j) = a(h'), alors on a:
J = bkt e UK, p) et B TR

En effet, d’aprés la proposition duale de la proposition 8 de [1], j' est une

(K', p)-surjection faible. Les conditions:

g eH, gieH, g i"=9g.7 et p(g)=p(g)
entrainent: (g'-A)-j = (gi-§)-h = (g, -h')-j, dou g = ‘9., puisque
JeH(K',p) et k' eH,.

Proposition 4: Sotent j ¢ H une (K', p)-surjection faible, (7L’, 7, f , }:) e(JH,
et keH telque k-h =o(h). SU f = p(f) est un épimorphisme et $’il existe
%, f, p), pk)) e U, alors f est une (K’', p)-surjection faible.

Démonstration: Puisque f est un épimorphisme, les égalités:

KopW) [ =k -pli-h)=f pk) ph) =]
Kep) = pk).
Les conditions: j est une (K’, p)-surjection faible, x(j) = (k) et p(f-k) =

entrainent

= k' - p(j) assurent Pexistence de K eH tel que:
pl) =k et f-hk=1Fk"-5.

Soit g e H tel que:

alg) =a(f) et g=1p(g)=9g"-.
Comme on a: - , ~ L, .
plg-k) =g -f-pk) =g k- p@,
il existe un g" ¢ H tel que p(g") =g -k et g-k=¢g"-j.
Posons: ¢’ = ¢" - &' . On obtient:

p(g) =g ¥ pl) =g

et - U A S A A SO ) SN S SIS
g=g-k-h=yg j-h=g b -f=g- f.
Done 7 est une (K', p)-surjection faible.

Remarque: Méme si on suppose de plus dans la proposition 4 que § est une
(K', p)-surjection, il n’en résulte pas que f_soit une surjection (sauf évidemment
dans le cas ot (M, p, H, .) est une catégorie d’homomorphismes).

Soient (H, p, L) un foncteur et H' une sous-catégorie de H.
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Théoréme 2 (iransitivité des surjectio'rﬁs ): Soit 7_'5 L tel que 5(77) e H (K',p).

Ona jel*(H',p) s, et seulement si, je L*(K', pp) et B(j) e H'.

Démonstration: Supposons }e Ls(H',p). D’aprés la proposition duale de
la proposition 6 de [1], § est une (K’, pp)-surjection faible. Les conditions:
R-j =k -] et pp(h)=pp(h)) entraient (i) = p(k)) puisque p(j) e
H® (K', p); par suite b =h', car je L*(H',p).— Inversement supposons
je l5(K, pp). Soit hel tel que (k) =a(j) ot p(h) =h"-p@), ol
heH. Ona: — Noo—=
‘ pp(h) = p(W) - pp(j)
et, comme ;e 5(K', pp), il existe un et un seul Wel tel que:

h=Hh-j et pp(h')=ph).
Des relations: PG) e H(K', p), et p') - pG)==ph) = -p(), il résulte
p(h'y=1h'. Les conditions:
b j=Hj et pli)=ph)="H

entrainent pp(h)) = pp(k'), et par suite h, =h'; donc je L5(H', D).

Soient (K, », K) un foncteur, x»*(H, p) la catégorie induite (voir n° 4 et
[38]) de H par (x, p) et % le foncteur canonique:

@, 9) —~plg) =x(g) de x*(H,p) vers K.

Proposition 5: Les conditions: j ¢ H(K', p), j €« K'(K', x) et p(j) = x(j)
entrainent que (7, 7) est une (K', n)-surjection.

Nous verrons des exemples dans lesquels (7, §) est une (K’, n)-surjection
sans que § (resp. J) soit une (K’, p) (resp. (K’, »))-surjection.

Remarque: Les conditions j ¢ L*(H',p) et je L°(H', pp) nentrainent pas
p(j) e H*(K', p).

2. Cas particuliers
I) Sous-structures et structures quotient:

Soit (K, p, H, H,) une catégorie d’homomorphismes; soit K’ une sous-
catégorie de K.
Pour que j e H soit une (K', p)-surjection, il faut et il suffit que p(j) ¢ K'

et que les conditions: | , . :
geK et (8,9 pG), x() <H
(3,9, 8() <H.

entrainent:
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Proposition 6: Les conditions: je H*(K', p), § <« H(K', p), «(§) = «(j')
et p(j) = p(j’) enirainent j =4'. Si ]_"= (s*, f,8)eH, fe K', et s'il existe
f’ e H tel que ff’ = &*, alors on a fe H:(K', p).

En effet, la premiére partie de la proposition résulte du théoréme 1. Suppo-
sons g=(s',g' -f,8)eH; posons g’ =g-f . On a:

p(g)=¢ f-f=9g e pg-Hh=g f=np,
don g=9'-f et fe H(K', p).

Définition 3: S¢ K’ est formé d’épimorphismes, on dira que 8* est une structure
quotient de S relativement & (K', p) 8'il existe une (K', p)-surjection § telle que
x(j) =8 e B(G) = 8*. Par dualité, on définit de méme la notion de sous-
structure S* de S relativement & (K', p), si K’ est formé de monomorphismes.

Ainsi 8* est une sous-structure de S ¢’il existe une (K’', p)-injection j telle
que x(j) = S* et B(j) = 8.

Si S* est une structure quotient (resp. une sous-structure) de S relativement
A (K', p), alors S* est un objet quotient (resp. un sous-objet) [7] de § dans
la catégorie H. Mais un objet quotient de § dans H peut ne pas étre une struc-
ture quotient de S.

Proposition 7: Soient (H, p, L) un foncteur et H' une sous-catégorie de H;

les conditions:
je L'(K',pp) et p()eH
entratnent j e L°(H', P) .

En effet, reprenons les notations de la 2¢ partie de la démonstration du
théoréme 2; puisque (K, p, H, .) est une catégorie d’homomorphismes, les
éléments &' et 5(};’ ) sont égaux, car ils ont la méme image pp (ﬁ’ )}, méme source
B(P () et méme but A(p(h)). La fin de cette démonstration s’applique alors
et démontre la proposition 7.

II) C’-projections et C’-éjections:

Soient C une catégorie et C’ une sous-catégorie pleine de C. Soit O la catégorie
g g P g

formée d’une seule fléche z et de deux unités distinctes «(z) et f(z). Soit c’
la sous-catégorie de C formée des fe C tels que fe C’' ou off) ¢ C'. Soit Z le

foncteur de C’ vers © défini par:
Z(fy =Bk si feC';
Z(f)=a) si «()eCy et B(f)¢Co;
Z(h) == s x(feCy et B(HeCq.
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Définition 4: 87 § est une (6, Z)-surjection telle que Z(j) # o (2), on dira que
7 est un C'-projecteur dans C et fi(§) sera appelé C'-projection de «(j) dans C.
St b eC' est un (O, Z)-homomorphisme quotient de h, on dira que h' est une
C'-projection de k dans C. Par dualité on définit les C'-éjecteurs et C'-éjections
dans C. )

Pour que S eC) soit une C’-projection de S eC,, il faut et il suffit qu’il
exigte §eC tel que x(5) = 8, (j) = 8, et que les conditions:

g<C, Blg)<C’ et afg) = a(j)

assurent Pexistence d’un et d’un seul g’ ¢ C’ tel que g =g'-j.

Proposition 8: Soient C" une sous-catégorie pleine de C' et §' un C'-projecteur
dans C. St §" est un C"-projecteur dans C’ tel que §” - §' sott défini, §" - §' est un
C"-projecienr dans C. Si ji est un C"-projecteur dans C tel que «(57) == «(j') ,
il exisle un C"-projecteur §, dans C' tel que §7 =41 -5 .

Démonstration: Soient §’ et j” deux projecteurs tels que «(5') = 8, ') =

(") S eb f(57) 8" SiogeC, fi(g)eC” ot x(y)-: S il existe un
et un seul ¢’ tel que g g -4 et un ct un seul ¢” tel que ¢’ =g¢" -4, d’ou

g ==g" ("9 . De plus la relation:
gy G d) g G )
enteaine g" 45" - gy -4, et par suite ¢] - ¢”. Ainsi §” -4 est un C"-pro-

jectour dans €. — Soit 47 un C"-projecteur tel que ~(j7) —= S et piy) == Sy.
Comme §' est un C'-projectour, il existe un et un seul j§; tel que j; -5/ == 47 .
Supposons [ e C', o(f) -8 et B(f) « C". Puisque j; est un C’-projecteur,
il existe un ol un seul {7 el que f- 4 f7 50 = f" - 4§, Tl en résulte
f- 741, et g, est un C"-projecteur dans C'.

Soit (K, p, H) un foncteur; soit K’ une sous-catégorie de K. Soit V la
catégorie des quadruplets (W', 47,9, h) e K X H x H X H tels que:

p) e K's p() e K ot (W, p(1"), p(j), p(h)) e O K,
muuic de la loi de composition:
(b s s B) = (B 7 5, B) == (B e )
si, et sculement si, j, = §'.

H s’identific & la sous-catégoric pleine de V ayant pour unités les quadruplets

(p(s), s, s, 8), en identifiant heH avec:

<h> = (p(h), B(k), «(h), k) .
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Proposition 9: j ¢ H est une (K', p)-surjection si, et seulement si, J =
= (P(BG)), B}, 7, 7) estun H-projectenr dans V.

Démonstration: Supposons j ¢ H3(K', p) et soit (B, s, 7, l:) ¢ V; comme
a(h) =x(j) et p(h) =1 -p(j), ilexisteunetunseul ' ¢ H tel que p(h’') = A’
et h="h"-4; par suite on a:

(W, s, BG), ) = <> et (W,s,§,h) = <h'>-J,

donc J est un H-projecteur dans V. — Inversement soit J un H-projecteur
dans V. Les conditions: 4 e H, oc(f;) =ux(j) et p(i;) = h' - p(§) entrainent
*, ﬁ(i?), 7, 7») e V; par conséquent il existe un et un seul WeH tel que
<> J = ', /3(};), 7s i;) . Il en résulte p(l;’) =k et K - = h, d’ou
je H}(K',p).

Exemples: 1.- Soit U la catégorie formée des applications uniformément
continues entre espaces uniformes séparés; soit U’ la sous-catégorie pleine de
U ayant pour unités les espaces uniformes complets. Tout E ¢ U, admet pour

U'-projection le complété E de E.
2. — Les produits tensoriels et les puissances extérieures d’espaces vectoriels (ou

vectoriels topologiques) peuvent étre interprétés comme des projections dans
des catégories convenables.

3.~ Soit G(/?) la catégorie des foncteurs ~-inductifs entre groupoides pré-
locaux; un élément de G (/?) est un triplet

(S5, <), @, (5, <) »

tel que (S;,P,S") soit un foncteur, que (S, <) et (S; ,<<) soient des grou-
poides prélocaux [3] et que I'on ait:

D(f ~['Y=D(f) ~ O(f') pour tout feS, [ €S;
D(U f) = UD(f) sif,eS etsi U f, existe.

el i€l iel

Soit G’ (/) la sous-catégorie pleine de G(/?) ayant pour ;objets les groupoides
locaux complets [3].

Théoréme 3: Tout (S, <<) e G(I?), admet pour G’ (IP)-projection le groupoide
local (§', <) dont les éléments sont les classes complétes de S.

En effet, d’aprés le théoréme de complétion [3], S est un groupoide local
complet. Soit ¥ le foncteur (~-inductif) canonique de S dans S-. Soit @ un
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foncteur ~-inductif de (S, <) dans un groupoide local complet (Z*, <). Soit
Fes; puisque deux éléments de F sont compatibles et que @ est compatible
avec les intersections finies, la classe @ (F) est compatible [3] dans X, done
admet un agrégat @' (F). Si F' ¢S, la classe F' ~ F' est engendrée par les
éléments f~f', o feF et f e¢F'; en utilisant ’axiome de distributivité,
on trouve:
DF) ~ D (F') = (vO(F) ~ (vO(F') = (P(f) ~ D)) =
=vB(frf)=D'F~F).

Donc I’application F — @' (F) définit un foncteur ~-inductif tel que ¢ = @' - VP,
Le théoréme 3 en résulte.

Soit G”"(/?) la sous-catégorie pleine de G(/?) ayant pour objets les grou-
poides locaux.

Théoréme 4: Tout (S, <) e G(I?)y admet pour G"(I?)-projection le sous-
pseudogroupe faible S de S engendré par S.

En effet, d’aprés [3], S est un groupoide local. Soit ¥ le foncteur ~-inductif
canonique de S dans S. Soit @ un foncteur ~-inductif de (S, <) dans un
groupoide local (X, <). Si Fe S, la classe F est majorée par f dans §;
par suite la classe @ (F') est majorée par @ (f) dans X, donc admet un agrégat
@' (F) dans X. Comme @ est ~-inductif, Vapplication: F — @' (F) définit un
foncteur ~-inductif @' de S vers X tel que @ =@’ Y. Le théoréme en
résulte.

Soit G.(/?) la sous-catégorie pleine de G(/?) ayant pour objets les grou-
poides locaux relativement complets [3].

Théoréme 5: Tout (S, <) e G(/?), admet pour G.(IP)-projection le sous-
groupoide plein S de S ayant S, pour classe de ses unités,

En effet, d’apres la proposition 8 et le théoréme 4 il suffit de montrer que
la G”(/?)-projection de (S‘,<) admet une G.(/?)-projection; nous pouvons
done supposer (S, <<) local. D’aprés [3], S est un groupoide locaAl relativement
complet. Soit ¥ le foncteur ~-inductif canonique de S dans §-. Soit @ un
foncteur ~-inductif de §° dans un groupoide local relativement complet 2-.
Soit F e §; puisque & (F) et §(F) sont majorés dans S,, @ (x(F)) et O (B(F))
sont majorés dans X; de plus, @(F) est compatible, car @ est ~-inductif; par
suite @ (F) engendre une sous-classe relativement complete [3] de X et D (F)
admet un agrégat @' (F) dans 2. L’application F — @' (F) définit un fone-

teur ~-inductif @’ et ¢ = d' - ¥,
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IIT) Injeetions et surjections au-dessus d’une catégorie d’applications:

Nous désignerons par M, une classe de classes contenant avec une classe M
toutes ses sous-classes, avec deux classes, leur classe produit. Soit M la caté-
gorie de toutes les applications (M’, f, M), de M « M, dans M’ ¢« M,. Soit
M 1a. sous-catégorie de M formée des applications (M, ¢, M'), ot M’ est une
sous-classe de M et ¢ 'injection canonique de M' dans M.

Soit, M® la sous-catégorie de M formée des surjections. Soit (M', ¢, M) e M*;
nous appellerons relation d’équivalence associée & (M', ¢, M) la relation d’équi-
valence g, sur M définie par:

m ~m' si, et seulement si, @(m) = ¢(m') .

On a évidemment: (M', ¢, M)=y . (M, , 0g» M), ol g, est la surjection
canonique de M sur la classe quotient M/p, et y, la bijection: m mod g,
—@(m). Soit M? la sous-classe de M* formée des surjections canoniques
(Mo, 9, M), ou o est une relation d’équivalence sur M.

Soit Me la catégorie dont les éléments sont les triplets @ = (o3, ¢, ou) ,
ol gy et oy; sont des relations d’équivalence sur M et M resp. et p (@) =
= (M, @, M)e M est une application compatible avec gy et gg;. Soit 4 la
relation d’équivalence z ~ x sur M. La catégorie M s’identifie & la sous-
catégorie pleine de Me ayant les relations iy pour objets. Tout oxy ¢ M®
admet Mjo pour M-projection dans AMe¢. De plus (M, u, Me, .) est une
catégorie d’homomorphismes.

Si (M, p, H) est un foncteur, une (AM*, p)-surjection (resp. une (M?, p)-
injection) sera appelée p-surjection (resp. p-tnjection). Si A’ est un (M3, p)-
homomorphisme quotient (resp. un (M?, p)-sous-homomorphisme) de %, on
dira que &' est un p-homomorphisme quotient (resp. un p-sous-homomorphisme)
de / et on écrira:

B P<h (resp. B’ < k).
»

La relation: &' —< % est une relation de préordre dans H, d’aprés la propo-
sition 1 (voir aussi [2]).

Soit (M, p, H, H,) une catégorie d’homomorphismes; une structure
quotient (resp. une sous-structure) S* de S relativement & (M*, p) (resp.a
(M¢, p)) sera appelée p-structure quotient (resp. p-sous-structure) de S, ou
structure quotient (resp. sous-structure) de § dans (M, p, H,.). Une
(M?, p)-surjection § telle que p(j) e M2 est uniquement déterminée par la
donnée de x(j) et de §(j), ou par la donnée de «(j) et de la relation d’équi-
valence g sur p(x(j)) associée & p(j). Toute p-surjection ¢ est de la forme
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p=vy-7, ot yeH,, je H' (M, p) et p(j)e M?, si H est saturé au-dessus
de M.

Définition 5: Soient S e H, et o une relation d’égquivalence sur p(S). Nous
dirons que S* est la structure quotient de S par g si on o (S*, 2, S) ¢ H*(M?, p)
et 8i @ est la surjection canonique de p(S) sur p(8)je; dans ce cas, nous poserons
8* = Sfo .

Tout gar ¢ Me admet M /o pour structure quotient par p dans (M, u, Me, ).
H g’identifie & la sous-catégorie pleine de la catégorie induite w*(H, p) (voir
ne 4 et [3]) ayant pour unités les couples (s, p(s)) . Soient p et i les projec-
tions canoniques de u*(H, p) vers M? et H resp.

Proposition 10: Pour que Sjp soit une structure quotient de S par la relation
&’ bquivalence o dans (M, p, H, .), il faut et il suffit que Sjo soit une H-pro-
jection de (S, o) dans p*(H, p) et que p(8Sfe) = p(S)/o.

La démonstration est analogue & celle de la proposition 9.

Soient s; ¢ Hy, ¢ = 1, 2. Nous dirons qu’il existe un produit s; X s, dans
H tel que p(s; X 8) = p(sy) X p(s), siona p;= (s, p;. sy X &) e H ol
P, désigne la projection canonique de p(s;) X p(sy) sur p(s,), et si (s X 8;;
P1s Po) est un produit dans H de s, et s, (voir [6]). Ces conditions déterminent
8 X 8 d’une maniére unique (proposition 2, 11, [2]).

Théoréme 6: Supposons (M, p, H, .) résolvante & droite [2] (resp. saturée
au-dessus de M). Soient se Hy et 8’ ¢ Hy tels qu’il existe des produits s X s
et ' X s dans H, pour lesquels p(s X 8) =p(s) X p(s) et p(s’ X &')=1p(s") x
X p(s'). Alors on a s<s' si, et seulement si, ¢ X s <& X ¢ . 8ig est une
relation d’équivalence sur ;)(«S‘) admettant (p(s'), @, p(s)) pZursurjectioncanonique
associée, et st on a (s X 8,0 X 0,8 X 8) ¢ H'(M®,p), alors s =sfp-2<s.

Démonstration: La condition s < s’ entraine s X s <s' X ¢ d’apres la
proposition 3, IT, [2]. — Supposons (M, p, H, .) résolvante a droite; le couple
((s, P2, 8 X 8), (5, Py, 8 X 8)), ou p,; désignent les projections canoniques de
p(s X §) sur p(s), admet un p-noyau ss tel que p(sz) = 4 = diagonale de
p(s X 8). De la démonstration du théoréme 12, IT [2], il résulte que l'on a:
ys = (85, [t, d], 8) e H,, ot [1,¢](2) = (z, ). — Supposons H saturé au-
dessus de M; alors il existe

Vs = (88’ [h "]’ S) € H'y’
et on a:

(8X8’£’88):(8XS’[L,L]:s).7;1€H7 (83:[L5t]p1’8X8)EH'
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Comme
(88’ [L: ’/] P18 X 8)‘ (8 X 8,8, 88) =85,

la proposition duale de la proposition 6 assure s5< s X 8. — Soient donc
s5<sx s ot <5 xs tels que p(ss) = 4 et p(s)) = A’. Si on a
s X §< 8" X &, les conditions:

s5<sxs<s X, <8 xs e AcdA

entrainent s5< s}, en utilisant le théoréme dual du théordme 1. — Soit o
une relation d’équivalence sur p(s) vérifiant les conditions de I’énoncé. Les
relations: s5<s X8, s5<s xs e gxo(d)cd
assurent l'existence de (s}, 05, 85) < (' X ', 0 X 0,8 X 8). On a:
k=75 (5, P,8 X s e H, k(s X 8,0,89) =85 et Tspk) = ([0, 1p)) (€ X @),
d’oll, en utilisant la proposition 4, (s}, 05, s5) € H*(M®, p). Par suite:

(', 2, 8) =757 (5, €5:85) " ys « H'(M°, p) et &' =so.

Remarque: Avec les notations du théoréme 6, la condition s’ —< s n’en-
tralne pas s X s’ —< s X s, comme le montre le cas H=T. Si on a:
s' —<s etg'ilexiste S —<s X s,p(8) =p(s’ X &), alors (s' X §,:,8)e H.

Exemples: 1) Soit T la catégorie des applications continues (8, f, S) ou
S et 8’ sont des topologies sur des classes 0(S) et 6(S') appartenant & M,
et f une application de 6(8) dans 6(S'). Soit (M, 6, 7.7) la catégorie
d’homomorphismes correspondante, olt T est le groupocide des homéomor-
phismes appartenant & T. Une structure quotient de § dans (M, 0, T, T
est une topologie quotient de §; une sous-structure de § est une topologie
induite par § sur une sous-classe de 0(S). Pour que j soit une (M, 0)-injec-
tion, il faut et il suffit que «(j) soit homéomorphe & la topologie image réci-
proque de B () par 6(j). -

2) Soit F la catégorie des foncteurs (C, @, C*) tels que:

Pe(C, ®,C) = (C, D,C)e M.

(M, pe, F, F,) est une catégorie d’homomorphismes & produits finis et résol-
vante a droite [2]. Soit C- ¢ F,; une sous-structure de la catégorie C- est une
sous-catégorie de C- (proposition 9, II, [2]). Une structure quotient de C-
sera appelée catégorie quotient de C, une structure quotient de C* par la relation
d’équivalence g, catégorie quotient de C* par ¢. Nous reviendrons plus loin
sur cet exemple (ne 3).
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3. Graphes multiplicatifs et catégories quotient

I) Classes multiplicatives:

Définition 6: On appellera classe multiplicative M- le couple formé d’une
classe M et d’une lov de composition, partiellement définie sur M. On appellera
homomorphisme de la clagsse multiplicative M vers la classe multiplicative
M- un triplet (M-, D, M) tel que @ soit une application de M dans M, vérifiant
la condition:

(Q) Si g - f est défini, alors @ (g) 1. DP(f) est défini et on a:

D) LD() =P -

Soit N la catégorie dont les éléments sont les homomorphismes entre classes
multiplicatives (M-, @, M") tels que:

(ML, &, M) = (M,, &, M)c M.

N contient F comme sous-catégorie.

Si M eN, et si My ¢ M, on désignera par M, la classe multiplicative
dont la loi de composition, appelée loi de composition industte par M-, est définie
par:

(g, 1) —>g-f si, et seulement si, g - f est défini dans M et siona g-fe M.

Propesition11: (M, py, N, N,) est une catégorie d’homomorphismes & produits
finis, résolvante & droite et saturée au-dessus de M. Pour que My soit une py-sous-
structure de. M- « N, il faut et il suffit que U'on ast: M, < M e M+ =M,.

En effet, la premiére partie résulte des définitions. Si M < M, on a
évidemment M, < M. Inversement si M < M, onaaussi M; <M,
done Mi = M, en vertu de la proposition 6.

Définition 7: - Soit M- <« Ny; nous dirons que o est une relation d’équivalence
compatible sur M- si p est une relation d’équivalence sur M telle que les conditions:

g-fetg-f sontdéfinis;oma f~f e g~g'
entrainent:
g-f~g-1.
Si p est une relation d’équivalence compatible sur M-, la classe M/p des
classes d’équivalence modulo ¢ peut étre munie de la loi de composition,
appelée loi de composition quotient, définie par:

(g mod ¢, f mod g) ~ (9’ - f') mod ¢

si, et seulement si, il existe ¢’ ~¢g et [ ~f tels que g¢'-f soit défini.
Nous désignerons par M-/o la classe multiplicative (M /o).
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Proposition 12: Sotent M- ¢ N, ei ¢ une relation d’équivalence sur M . Pour
que M- admette (M][p)* pour py-structure quotient par o, il faut et il suffit que
o soit compatible sur M- et que (MJo)t = M-Jp .

En effet, les conditions sont évidemment suffisantes. Inversement si (M /o)*
est une py-structure quotient de M-, comme M'/p est aussi une pp-structure
quotient de M-, il résulte de la proposition 6 que 'on a (M/p)t = M[o.

Corollaire: Pour que (M-, @, M) = & soit une py-surjection, il faut et il
suffit que O(M) = M, et que Uon ait

D =y (M)og, 00, M) avec 7 e N, ,
en désignant par g, la relation d’équivalence associée & @.

Remarque: Soient M' <« N, et o une relation d’équivalence sur M. Soit g
la relation d’équivalence sur M, intersection des relations d’équivalence o
compatibles sur M- et telles que f ~ f mod o entraine f~ f mod ' . Alors
M-Jo peut étre appelée classe multiplicative quotient de M- par o.

II) Graphes orientés:

Soit [(] = (G, B, «) un graphe orienté; rappelons [5] qu’alors ¢ est une
classe, « et §, deux rétractions de G sur une sous-classe [(], de ¢ ; un élément
de [G], est appelé sommet de [G]; une fléche de [G] est un élément f de G
tel que [ «(f); les sommets «(f) et S(f) sont appelés source et but de
f resp.

_ Soit G la catégorie des morphismes de graphes, formée des triplets
D= (((,p,a), D, (G, B,x) tels que:
(G, B,x) et (G', f',«') sont deux graphes orientés,
pG((D) = (G,’ @: G) € M>
Poa=c"0® et Pof=p§od.
La classe des unités de G sera identifiée & la classe G, des graphes orientés [G]
tels que G e M, .

(M, pg, G, G,) est une catégorie d’homomorphismes & produits finis, résol-

vante & droite [2]. Une sous-structure de [('] est un sous-graphe de [G], ¢’est-

a-dire un graphe (G’, ', «’), ol G’ est une sous-classe de G contenant avec
une fléche sa source et son but, &’ et f’ étant les restrictions de x et 8 & G'.

Proposition 13: Soit G* la sous-catégorie de G formée des ¥ tels que pg(¥P)e M*;
alors G* est la catégorie des pg-surjections.
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Corollaire: Soient (G, B, x) € G, et p une relation d’équivalence sur G.
Pour que [Q] admette une structure quotient par o il faut et il suffit que g soil
compatible avec « et B, c’est-a-dire que f ~ [ entraine «(fy ~ou(f’) et B{f)~

~B(f).

Si C* est une catégorie, le triplet (C, f, «) est un graphe orienté, noté
[C-]. Soit pge 'application:

(€., C)—~((C.B, %), 9, (C, B, )

de F dans G; (G, pgr, F, F,) est une catégorie d’homomorphismes.

Proposition 14: CeF o est une structure quotient de C* relativement & (G*, pgr)
st, et seulement si, C' est une catégorie quotient de C-.
Ceci résulte du théoréme 2 et de la proposition 13.

Soit L la catégorie réunion de F v G avec la classe des triplets (C-, @, [G])
tels que ((C, 8,«), @, [(]) «G, la loi de composition étant définie par:
Cc ,o,C)-(C,D,C) = (C ,9D,C) ;
(C,#.C) (C D, [6) = (C,PD,[G) ;
€, o, 6D (6], @, [6\]) = (C, D, [Gh]);
(161, @', [6]) - (G, @, [G1]) = (&1, &P, [G4]) -

{
|
I

F est une sous-catégorie pleine de L.

Proposition 15: 11 existe un fonctewr naturalisé (L, 1) dans L tel que pour

tout @e L, L(aj) soit une F-projection de @ dans L et que, pour tout [G] e G,,
L([G]) soit la catégorie libre L[G] des chemins de [G].

Démonstration: Rappelons la construction de la catégorie libre L[G] des
chemins de [G] (voir [4]): L[{G] a pour éléments les sommets de [(] et les
chemins de [(], c¢’est-a-dire les suites finies (f,,...;f1), ot f, @, f, ¢ [(],
et oa(f, 1) = p(f;) pour tout ¢ <<n. La loi de composition est définie par:

(Goas oo os 90 Uus oo r [1) = @or oo 5 915 Frr oo 5 o)
si, et seulement si, x(g,) = B{f.) ;

(Fase-orfr) e = (f4s.--»f1) si, et seulement si, e = o(f;)
e (fnyo s fi) = (fu, ..., f1) si, et seulement si, ¢/ = f(f,)
e-¢e =e si, et seulement si, ¢ = e« [(,-

On a: A([G]) = (L[G], 1, [6) e L. Soit & = (C', D, [(]) ¢ L; alors
@ = (C, L(®), LIG]) - +(&D),
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ol L(®) désigne 'application définie par:
L(D) (e) = D(e) si eel[G],;

L(D) (frs - - s 1) = P(fa) - - .- DP(fy)
Donc A([G]) est un F-projecteur dans L et L(@) = (C, L(®), L[G])) est
une F-projection de 0. D’aprés la proposition 2, il existe une et une seule
F-projection L(®,) de @, = ([G], ;, [(]) G de la forme (L[G], L(D,),
L[G]); lapplication L(®,) associe & (f,,...,f) le chemin (D.(f,),..-,
D, (f1)) . On définit ainsi un foncteur L de L vers F en posant de plus L(ifz) =

et

=@,, si @,¢F; le foncteur L est naturalisé [4] par V'application A:
[G] - A(IQ]) et C- — Id. = foncteur identité de C- .

Corollaire 1: Si (C-, @, L[G]) est une pg-surjection, (C*, @ ¢, [G]) est une
pgL-surjection.
Ceci résulte du théoréme 2, puisque (L[], ¢, [(]) € L est une (F, L)-surjection.

Corollaire 2: Soient C; une catégorie et B; un sous-graphe de [C;] tel que C;
soit la sous-catégorie de C; engendrée par B;, ow ¢t =1, 2. Tout foncteur @ =
= (C;, D,C;) pour lequel D(By) < B, est un foncteur quotient de L('I7),
o ¥ = ([By], D¢, [By])-

En effet, posons: j, = (C;, ¢, [B]); ona L(j;) e L. Comme la restriction
de L(j,) & L[B;], est une bijection sur (C;),, il résulte de la proposition 23 (voir
aussi [3]) que C; est une catégorie quotient de L[B,]. — Le quatuor (j,, 5, ' 1)
étant appliqué par le foncteur []L sur le quatuor (L(7,), 5, L(@), L)),
ol L(j,) est une pg-surjection, on a - L(?) .

Soit [(] € Gy; supposons donnée une relation p sur la catégorie libre L[G].
Soit ¢ la relation d’équivalence sur L[G] intersection des relations d’équi-
valence ¢’ compatibles avec les applications source et but et la loi de compo-
sition de L[G] et telles que si (f', f) e o, alors f ~ f modulo ¢'.

Définition 8: Awvec les notations précédentes, st L{G] admet une catégorie
quotient C* par g, nous dirons que C- est la catégorie engendrée par le systéme de
générateurs [Q] et la relation ¢ (ou les relations élémentaires (0,); ¢y, 0% o, est
un couple (f,, 1) et o la classe des couples (f,, f3), i ¢ I) .

En particulier, si ¢ vérifie la condition: (e, e')ep, ec[Gl, et ¢ ¢[G],
entrainent e = ¢’, alors la classe d’équivalence e modulo g est réduite & e
pour tout ee[G],; par suite il existe une catégorie quotient de L[G] par g,
qui admet [G], pour classe d’objets.
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Applications: 1.- Groupoides libres:
Soit L’ la sous-catégorie pleine de L dont les unités sont les graphes orientés
et les groupoides. Soit F/ = F~ L.

Proposition 16: Tout graphe orienté [Q] admet pour F'-projection le groupoide
libre I'[G].

Démonstration: Soit y une bijection de G — [G], sur une classe G’ telle que
G~ @ = . Soit (@, B, ) le graphe orienté dans lequel on a:

G=Gvas & =al), B() =B, 3G() =B() e B ==
pour tout feG. Soit g, la relation sur L[C:‘] définie par:

GHfoa) e et (f-v(), B co1

pour tout fe@. Il existe une catégorie I'[(] quotient de L[a] par ¢, en-
gendrée par le systéme de générateurs [é] et par la relation ¢,. L’élément
2(f) = fmodg de I'[G] admet pour inverse g (y(f)). Par suite I'[G] est
un groupoide, appelé [5] groupoide libre sur [G]. On a: (I'[G],0¢,[G]) =
= Y¥el'. Tout élément @ = (S, ¢, [(]) de L' se prolonge d’une maniére
unique en @ = (S, @, [é]) e L', en posant:

()= 9f) et () = (@

pour tout fe@. D’aprés la proposition 15, on a:

¢ = L(@) (L], v, [6]) .
Par ailleurs, la relation: (w, w')ep, entraine:

pr(L(@) () = pw) = () = pr(L(®)) () ;
done il existe une application unique ¢’ telle que:
Pr(L(@) = ¥ 0%
Puisque I'[G] est une catégorie quotient de L[é], on en déduit:
& = (S, ¥, Gl e =0 W,

Par conséquent, I'[('] est une F’-projection de [G1].

2.~ Rappelons les définitions suivantes (voir [3]): Soit C- une catégorie; soit
R(C') la classe des éléments réguliers de C* (c’est-a-dire des éléments qui sont
& la fois un épimorphisme et un monomorphisme). On dit que C* est parfaite
siona R(C') = C,. Ondit que C* vérifie la condition (P) si, pour tout f « B(C")
et tout heC avee B(f) = A(h), il existe (&,f,f , ) eJ(C"; R(C")), I'élément
k' étant un épimorphisme si % ¢ B(C").
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On dit que C' est un perfectionnement de C- si C- est une catégorie parfaite,
telle que C- < C et que, pour tout heC, il existe (};, f.f.h)e ac,
avec fe C~AR(C), feC~R(C') et heC.

Soit F Ia sous-catégorie de F ayant pour éléments toutes les catégories et
les foncteurs (C*, @, C-) tels que @(R(C")) < (:‘;. Soit F7 la sous-catégorie
pleine de F ayant pour objets les catégories parfaites.

Proposition 17: Toute catégorie C- e F, o admet une fl’—projection P[C]
dans F.

Cette proposition est démontrée dans [5]; P[C'] est une catégorie quotient
de la catégorie libre des chemins du graphe [(;'] v [C~G4], ol G, est la classe
des éléments réguliers de C- non inversibles et [é] le graphe construit dans la
proposition 16, o G = (i, v x () v ({,).

Corollaire: Pour que P[C‘] soit un perfectionnement de C-, il faut et il suffit
que C* vérifie la condition (P).

Démonstration: Si P|C'] est un perfectionnement de C*, alors C* vérifie la
condition (/) en vertu du théoréme de perfectionnement d’une catégorie
(voir [3], p. 73). — Si C- vérifie (P), C* admet [3] un perfectionnement C* qui
est la catégorie quotient de la catégorie des trios (f',f, k) de C-, tels que
feR(C) et f ¢« R(C'), par la relation d’équivalence o:

(f, f. By ~(9', g, k) si, et seulementsi, f-p =¢-y, o pe BR(C)etyecR(C),
entraine ' -h-p =g -k-y.

Soit (S, ®,C') e F, ott § ¢ F»; soit @ Papplication:
(f'sf, Ry mod g — D(f) - D(h) - ()Y
on trouve (S, ', C) ¢ Fv. Par suite C est une Fp-projection de C* dans F,
c’est-d-dire est équivalente & P{C'].
III) Graphes multiplicatifs:

Nous allons maintenant construire une sous-catégorie de la catégorie N des
homomorphismes entre classes multiplicatives.

Définition 9: On appellera graphe multiplicatif une classe multiplicative G-
vérifiant les conditions suivantes:
1) Tout f e G admet une et une seule unité & droite «(f), appelée source de f
(resp. a gauche B(f) appelée bui de f) .
2) Si g - | est défine, on a: x(g) = B(f), x(g-[) = «(f) e Blg-1) = B(9) -
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La classe des unités du graphe multiplicatif G* sera notée G,. Si # est une
bijection d’une classe 4 sur G, un élément de A sera appelé objet de G* et
généralement identifié & #(4). Soit G-* G la classe des couples (g, f) tels que
g - f soit défini.

Exemple: Une catégorie est un graphe multiplicatif. Pour quun graphe
multiplicatif G* soit une catégorie, il faut et il suffit que les axiomes suivants
soient vérifiés:

1) Si h-(g-f) et (h-g)-f sont définis, ces composés sont égaux,
2) Si a(g) = B(f), alorsle composé g - f est défini.

Définition 10: On appelle homomorphisme du graphe multiplicatif G* vers
le graphe multiplicatif G un triplet (é', D, G) tel que:
1) (GT', D, G) est un homomorphisme de classes multiplicatives;
2)Ona: O(F) c G .

Soit N’ la sous-catégorie de N formée des homomorphismes entre graphes
multiplicatifs.

Proposition 18: N’ est wume sous-catégorie pleine de la catégorie induite
Pe(N, py) de N par (pg, py); F est une sous-catégorie pleine de N'.
Démonstration: Soit G- ¢ Ny; le triplet (G, §, ») est un graphe ayant G;
pour classe de ses sommets. Posons pgy(G') = (G, B, ) = [G'] et
Pen(C, @, 6') = (6], @, [G]), si (G, @, G) e N'.

On a ([G'], D,[G')) «G. Soit feG; comme f-«(f) est défini, le composé
D(f). P(x(f)) est aussi défini; puisque DP(x(f)) € G; et que «(D(f)) est
unique, on a: x(P(f)) = @P(x(f)) . De méme on trouve S(D(f)) = P(B{));
par suite pGN(a', @, (") e G. La proposition résulte alors des définitions.

Nous désignerons par pgy le foncteur canonique de N’ vers G. Remarquons
que pgy admet un foncteur section z tel que = (G, f§, «) soit le graphe multi-
plicatif G* dans lequel la loi de composition est définie par:

fralfy=1 et B(f)-f =/ pourtout fe&.

Proposition 19: Tout @ e N' admet une F-projection v@) dans N’ telle que
(v, ¥) soit un foncteur naturalisé dans N' (voir [4]).

Démonstration: Soit G- ¢ Nj; désignons par »(G") la catégorie L[G'1/o
engendrée par le systéme de générateurs [G-] et la relation o:

(g,f),9:-feo =i, et seulement si, (g, f) e G- *G-.

164



Structures quotient 241

Posons v (G*) (f) = f mod g, pour tout fe@. On a: (»(G), ¥(G"), G) « N'.
Soit C' e Fy et supposons @ = (C', D, G) e N'. Alors L(®) = (C, L(D),
L[G']) € F et, comme L(®P) est compatible avec g, il existe @' tel que:

L@)=9 5 et (C,PD,v(F)eF.

De plus on obtient:
D=LD) =D 5= 7(G),

ot D= (C, P, 2@ ((E), 7(@), &)
Donc »(G*) est une F-projection de G* dans N'. En vertu de la proposition 2,
il existe un homomorphisme quotient de L ([G'], 7, [G']), noté »(G", ¥, G") =
= ((G"), »(¥), »(G)), pour tout (G, ¥,G)eN. On définit ainsi un
foncteur » de N’ vers F, qui est naturalisé par l'application » :

@ - ((G), 7(G"), G) .

Soit (M, py, N', N,) la catégorie d’homomorphismes dans laquelle py
est la restriction de py a N'.

Proposition 20: Pour que G soit une py-sous-structure de G+ ¢ Nj, il faut
et il suffit que Qi soit une sous-classe multiplicative de G- et que pgyn(Gi) soitun
sous-graphe de peyn(G').

Démonstration: Si les conditions sont vérifiées, pour tout feG;, on a
x(f) e Gy et B(f) ¢ Gy et fadmet «(f) et B(f) pour unités & droite et & gauche
dans Gi-. Par suite G- est un graphe multiplicatif; puisque Gi* est une sous-
structure de @ dans pa(N, py) d’aprés la proposition 5, G- est aussi une
sous-structure de G~ dans la sous-catégorie pleine N’ de pZ(N, py). — Inverse-
ment, soit ({- une p,'v-sous-s’cructure de G"; comme (G-, ¢, G{-) e N', on a, pour
tout feGy:a(f) = t(xt(f)) e Gy; de méme fB(f) e, et [G}] est un sous-
graphe de [G*]. On en déduit que G est aussi un graphe multiplicatif, donc
une pp-sous-structure de G en vertu du début de la démonstration. L’unicité
de la sous-structure de G sur G entraine G; = G{-.

Définition 11: Soient G- « N, et o une relation d’équivalence sur G; on dira
que o est bicompatible sur G- st g est compatible sur la classe multiplicative G+
et compatible avec x ef 3.

Proposition 21: Soient G- ¢ N, et ¢ une relation d’équivalence sur G. Pour
que G- admette une py-structure quotient G+ par o, il faut et il suffit que o soit
bicompatible sur G-; dans ce cas, on a: G+ = G Jp.
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Démonstration: Supposons ¢ bicompatible sur G et soit g I’application
| — fmod g de G sur GJp. Montrons que la classe multiplicative G*/o, qui est
la pp-structure quotient de G* par g, est un graphe multiplicatif. Soit f e G;
puisque f- o (f) est défini, ¢ (f) - o (x(f)) est défini et égal & g (f). Si ¢(g)-
-0(x(f)) est aussi défini, il existe ¢’ ~g et h ~oa(f) tels que g -k soit
défini; on a alors

Bh) ~x(f) et «(g') = B(R).
e@-e() =elg -x@) =c@",

2 (x(f)) est une unité & droite de g (f). Soit g (k) une autre unité de G-/p telle
que ¢ (f) o (k) soit défini; il existe f ~f et k' ~L tels que f -k soit
défini; la relation «(f') = p(k') entrainant (k') ~«(f), on a:

ok) =0 (BW)-K) =¢(x(h) e (k) =g () -

Donc 9 (x(f)) est la seule unité & droite de g (f); de méme g (f) admet g (B(f))
pour seule unité & gauche. On en déduit que (/o est un graphe multiplicatif.
Par ailleurs [G"/g] est le graphe quotient de [G"] par p. Il en résulte que G*/p
est une structure quotient de G+ dans pg(N, py) et, N’ étant une sous-
catégorie pleine de pg(N, py), G'/o est la py-structure quotient de G- par

Comme

0. — Inversement supposons que G soit la py-structure quotient de G* par
g. La relation: (éi, 0, G*) ¢ N' signifie que g est bicompatible sur @ et,
d’aprés le début de la démonstration, G-Jo est une py-structure quotient de
G- par ¢. On déduit done de la proposition 6 que G-/p = GL .

Corollaire: j e N’ est une py-surjection si, et seulement si, § est une py-
surjection et st pgy(J) est une pg-surjection.

IV) Catégories quotient et catégories quotient striet

Proposition 22: Soient C* une catégorie et g une relation d’équivalence bicom-
patible sur C+; alors C-[p est un graphe multiplicatif; »(C/o) est une catégorie
quotient de C* si v(C:/o) est une surjection de C/o sur v(C'|o).

Démonstration: D’aprés la proposition 21, C+/p est un graphe multiplicatif
quotient de C par g et on a (C'fg, 0, C) e N', ol g(f) = f mod o pour tout
feC. Soit »(C*/p) la F-projection de C+/o, qui existe d’aprés la proposition
19; on a

¥ = (v(C[0), ¥(C'[0) €, C) = ¥(C[0)- (C'[0, ¢, C") ¢ F.

Soit @ = (S, D,C)eF tel que ® — @ 5(C/g)g. Puisque C'/o est un
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graphe multiplicatif quotient de C-, on a:

& = (S, %C o), Clo) e N';

d’apres la proposition 19, il existe v(@’) e F tel que
@' = »(P')-7(C'/p) et par suite @ = &' - (C'[p, §,C") = »(P')- V.

Si 7(C-/p) est une surjection, I'égalité @ = pp(»(P')) ¥(C*/o) s = D' 7(C*/0) &
entraine @ = pg(» (Q_i’)) , donc ¥ est une pe-surjection. Inversement si
((CJo), 7 (C'/o) e, C) € F*(M?, p;), l'application ¥(C'/p) est évidemment une
surjection sur »(C-/g).

Remarque: La démonstration préeédente prouve que tout foncteur @ se
décompose d'une maniére canonique en le produit de deux foncteurs v(¢1_7’) -y,
I'application v(ai’)o étant une injection, mais ¥ nest pas une (M, pg)-sur-
jection, car pp(»(®')) et @' peuvent étre différents. En particulier tout
foncteur (S-, @, C) se décompose d’une maniére canonique en le produit de
foneteurs (S, @y, #(C/0s)) * (*(C*/0a), P(C/es) 0o, C’), OU g, est la relation
d’équivalence associée a @.

Théoréme 7: Soient C' une catégorie et o une relation d’équivalence sur C.
Pour que C* soit une catégorie quotient de C* par o, il faut et il suffit que p soit
bicompatible sur C* et que v(C'/p) soit une bijection de C:/o sur »(C'/0); dans

ce cas C* est équivalente & »(C*[p).

Démonstration: Si les conditions sont vérifiées, »(C+/p) est une catégorie
quotient de C* d’aprés la 2° partie de la proposition 22, et la bijection ¥(C'/o)
définit sur C-/p une structure de catégorie équivalente & »(C-/p); par suite C
admet une catégorie quotient par p. — Inversement supposons que C-admette c
pour catégorie quotient par p. Comme (E" ,0,C)eF, ot g(f) = fmod p pour
tout feC, la relation d’équivalence p est bicompatible sur C- et il résulte
de la proposition 21 que C*/g est le graphe multiplicatif quotient de C* par g;
par conséquent on a (€, e Clo)e N . Solent S ef, et (§,D,Clo)eN'.
La relation: ($*, @p, C') ¢ F entraine (S, @, E') e F, puisque c-—C.
I1 en résulte:

(5,9,Cle) = (S,2,C)(C, e, Co);

done C- est une F-projection de C-/g et, en vertu de la proposition 6, C- est
une catégorie équivalente & »(C'/p).
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Corollaire: Pour que (_C , ¥, C) e F sott une pe-surjection, il faut et il suffit
que P(C) = C- et que C soit une F-projection de C[py, 0% gy est la relation
d&’équivalence associée a V.

En effet gy est bicompatible sur C et le corollaire résulte du théoréme

-

7.

Si (E', ¥, C") est une pgsurjection, il n’en résulte pas que (6, ., C)
soit une pp-surjection.

Définition 12: Soient C ¢t C deux catbgories; on dira que C- est une catégorie
quotient strict de C (resp. deC* parg) st C- est une catégorie quotient de C- (resp.
de C* par o) et st C- est une pi-structure quotient de C* .

Proposition 23: Soient C* une catégorie et o une relation d’équivalence sur C.
Pour qu’il existe une catégorie C quotitent strict de C* par o, il faut et il suffit
que ¢ soit compatible sur C* et que on ait (C'p, 8,C') e F, ot g{f) = f modop,
pour tout f «C. Dans ce cas, on a C = Clo.

Démonstration: Soit C une catégorie quotient strict de C- par p. Puisque

C' est une pj-structure quotient de C', d’aprés la proposition 21 g est bicom-
patible sur C* et on a C* = C-/g, donc (C'/g, g,C’) e F. — Inversement si
(C'Jo, 8. C") ¢ F, alors g est bicompatible sur C* et C:/p est une py-structure
quotient de C+; puisque C'/g est une catégorie et que F est une sous-catégorie
pleine de N, C-/p est une catégorie quotient strict de C-.

Corollaire: Pour qu’une catégorie C* admette une catégorie quotient strict par
o, 9l faut et il suffit que o soit bicompatible sur C et que C*[g soit une catégorie.
Soient C* une catégorie et ¢ une relation d’équivalence bicompatible sur
C-. Alors C+/p est un graphe multiplicatif et pour que C*/o soit une catégorie,
il faut et il suffit que de plus soient vérifiées les conditions suivantes (voir
exemple III):
1) Si o) - (3@) - o(f) et (3(h)-2(g) - o(f) sont définis, ils sont égaux.
2) 8i a(e(g) = B(2(), alors g(g)- o(f) est défini, c’est-a-dire: si geC,
feC et a(g) ~B(f), il existe ¢’ ~g et f ~f tels que g’ - f soit défini.
Par suite on obtient les critéres suivants pour que C* admette une catégorie
quotient strict:

Proposition 24: Pour que (E’, Y,C) e F soit une pe-surjection, définissant

C* comme catégorie guotient strict de C* , il faut et il suffit que W (C)=C et que, st
P(x(g) = PP, dlexiste g’ cC et f' e C tels que

P(g") = ¥g), V() = V() et x(g) = B(f).

En effet, ces conditions signifient que C-/g, est une catégorie, o g, est la
relation d’équivalence correspondant a ¥. (Cette proposition se trouve dans [3].)
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Proposition 25: Si g est une relation d’équivalence bicompatible sur la caté-
gorie C* vérifiant Pune des conditions:
Si eeCy, feC et e ~u(f) (resp.e ~ B(f)), tlexiste [ ~ [ tel que e = x(f')
(resp. e = B(f")),
alors C*[p est une catégorie quotient strict de C-.

Cette proposition est démontrée dans [3].

Corollaire: Si ¢ est une relation d’équivalence compatible sur la catégorie C-
vérifiant la condition:
Si f~f, alors a(f) = o(f') et p(f) = B(f),

C'/o est une catégorie quotient strict de C-.

Exemples: 1) Une catégorie quotient peut ne pas étre une catégorie quo-
tient strict comme le montre ’exemple suivant: Soit C la catégorie formée de
9 unités et de 9 morphismes a,, a,, a;, a4, a5, a4, a{, a;, a; , chaque unité
étant adjacente & deux morphismes différents exactement. Les seuls composés
entre deux éléments différents d’une unité sont:

/ 14 i
Ay Ay = Qg Ay @y = a5 et ag-a, = a,.

Soit g la plus petite relation d’équivalence sur C* compatible avec x et g et

telle que ’on ait: B B ’
Ay ~ay; Qg ~a, et a,~a,.

Alors C* admet une catégorie quotient par g, qui n’est pas une catégorie quotient

strict par p, puisque le composé g(a,) - p(a;) est défini et égal & g(a,).

2) Soient C- une catégorie et p une relation d’équivalence sur C. La condi-
tion: il existe ((C/o)*, @, C’) « F n’entraine pas que (C/o)* soit une catégorie
quotient de C-, comme le montre 'exemple suivant: C* est formé de 6 unités
et de 3 morphismes f,, f,, fs, le composé de deux éléments n’étant défini
que si I'un des éléments au moins est une unité. Soit p la relation d’équivalence

sur C engendrée par: «(f,) ~a(fs), B(f2) ~B(fs) et «(fs) ~B(fy). Alors
C/o devient une catégorie pour la loi de composition:

M 1 h="H0- -k si B-h estdéfinidans Cfp;
5(.’2) £ E(fl) = E(fa) .

Mais (C/o)* n’est pas une catégorie quotient de C-.

3) Soit C* une catégorie. Une relation d’équivalence g sur C peut étre com-
patible sur la classe multiplicative C- et telle que C'/p soit une catégorie sans
que C* admette une catégorie quotient par ¢. Par exemple, soit C* une caté-
gorie ayant deux unités distinctes e et ¢’ et un seul morphisme f tel que:
f-f=1f et a(fy = €. Soit ¢ la relation d’équivalence engendrée par e ~ f,
¢ non équivalent a e’. Alors C'/g est une catégorie formée d’une unité g(e’) et
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d’un élément idempotent ¢ tel que «(e) = g(¢'). Mais C*/p n’est pas une caté-
gorie quotient de C. Toutefois on a:

Proposition 26: Soient C° un groupoide et o une relation d’équivalence com-
patible sur C- et telle que C*[p soit une catégorie. Alors C+|o est un groupoide 1)
quotient strici de C-.

Démonstration: Pour tout feC, posons:
7——— 2(f) = f modulo g .
Les relations: geC et ge(C/o)y, entrainent:
7=9 (@) =«lp), dout g~a(g).
De méme f{g) ~g. ~ Montrons que si ecC;, on a: e ¢ (C'/p),. En effet,
de 1'égalité e-e=e, on déduit ¢-e ==¢, donc «(¢)=p(¢). Posons
#=wx(e). Puisque z-e¢ est défini, il existe f~e et geu tels que x(g) =
= B(f); comme g.e(C/o)y, d’aprésle début de la démonstration on a f(f) e i.
Posons ¢’ = f~L. A partir de I'égalité f-f2= S(f), on obtient &-& = ju.

Par suite: ,

e=¢c- p=¢c-e- e =¢-¢ =n.

Il en résulte: ¢ e (C/o)y et (C'/o, @,C)eF. Par conséquent C:/o est un
groupoide, qui est une catégorie quotient strict de C-, en vertu de la propo-
sition 23.

V) Relations d’ordre quotient

Soit 2 la catégorie des homomorphismes entre classes ordonnées (voir [2])
et (M, o, Q , .) la catégorie d’homomorphismes correspondante; soit o
Péquivalence de Q sur la sous-catégorie pleine de F ayant pour objets les
catégories de couples définissant un ordre sur la classe de leurs unités. Si  (g)
est une pg-surjection, g est une w-surjection. Mais il existe des w-surjections g
telles que @ (g) ne soit pas une pg-surjection.

Soit ' la sous-catégorie de O formée des homomorphismes stricts ([1] et
[2]), ¢’est-a-dire des triplets ((;1, <), 9, {4, <)) e O tels que les conditions:
' < x et g(z') = g(x) entrainent ' = z.

Soit 2" la sous-catégorie de 0 formée des triplets ((Z , <), 9, (4, <)) e o
tels que, pour tout x ¢ 4 et tout z < g(x), il existe 2’ < & avec g(x') = z.

Q' et Q" sont des sous-catégories saturées de 0. Soient o’ et " les restric-

tions de w & 2’ et & 2" resp.

Y} Pour une proposition analogue, voir [8].
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Définition 13: On dira qu'une relation d’équivalence o sur 4 est compatible
sur (4,<)e .(30 i la relation définie par:
o(x) < oly) si, et seulement si, il existe ' ~x et y ~y tels que = <y
est une relation d’ordre sur Afop.

Proposition 27: Si ¢ est une relation d’ordre compatible sur (4, <)e !50,
alors (Ao, <) est une w-structure quotient de (A,<<). Si de plus il existe

p=(4",<), ¢ -8, (4,<)) e Q' alors (Ajo, <) est une w'-structure quotient
de (4, <).

Démonstration: On a ((4fp, <), 8, (4, <) 2. Soit ¢=((4, <),
@ -0, (A,<)) ef. Soient xeAfp et &' < x. Ilexiste yed et y <y tels
que g(y) == et g(y')==1', donc ¢'(z') =¢'-o(y) <¢' - o(y) = ¢'() et
on trouve ¢ = ((4', <), ¢, (Ao, <)) eR. Ainsi (Afpo, <) est une -
structure quotient de (4, <). — Supposons de plus @ e 2’ et ¢’ (') = ¢'(z);
on en déduit ¥ =y, dol ' =z et ¢’ ¢ 2. — Enfin les conditions y' <y
et y ~y entrainent ¢ -p(y’) = ¢ -0o(y), et par suite y =y. Ainsi
(Ao, <), 0, (4, <)) e 2" et (Afo, <) est une w’-structure quotient.

Définition 14: On dira que g < Q est une w-surjection stricte, ou que f(g)
est une structure d’ordre quotient strict de «(g), s la catégorie o (B(g)) est
wune catégorie quotient strict de w (x(g)) .

Proposition 28: Pour que g = (4, <), g, (4, <)) ¢ @ soit une w-surjec-
tion stricte, il faut et il suffit que g(A) = A et que les conditions:

xsz, <z et x<ax
entrainent qu’il existe yed,y' <y et y' <y telsque gly) ==, gly') =2 et
g(y")=x". Si g est une w-surjection stricte et st ge£2', alors g estune w’-surjection.
8t geQ" et g(d) =A, g est une w-surjection stricte et une w"-surjection.

Démonstration: La premiére partie de la proposition résulte de la propo-

sition 24.—Sig ¢ Q' etsi ‘g est une w-surjection stricte, la relation d’équivalence
0, associée est compatible sur «(g) et g est une o'-surjection, en vertu de la pro-

position 27. — Soit ge Q" et g(A)= A; il résulte des définitions que la condition de
Pénoncé est vérifiée, par suite g est une w-surjection. Supposons ¢ = ((4’,<),
¢ -g,(4,<) 0", Soit zed et z< @ (x); il existe yed et ¥y <y
tels que gy) =z, ¢ - gy) = ¢'(2) et ¢ -gly) ==z.

Par suite o' =g(y)<z et ¢’ (2') =2z, dou (4, <), ¢, (Z, <)) eé”,
et g est une w”-surjection.
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Soient /7%, [* et | les catégories des applications sous-inductives entre
classes sous-préinductives, des applications inductives entre classes sous-
inductives et des applications inductives entre classes inductives (voir [1],
[2] et [3]). Soient w?*, w®, w?!, ©'?%, ©'*, w'i, ®"?%, ©"* et »"* les restrictions
de e & o5, Jo, [, 1P = 03 A Q1 = Q2 A = A D e
= PN QT = [ A D et [ =]~ D resp.

Proposition 29: Supposons § = ((4,<), g, (4, <)) e I** ot g(4) = A.
Si on a la propriété suivante:

(g7} Les conditions x ¢ 21-, ' <z el 2" < x entrainent qu'il exisie y < A,

Yy <y ety <y tels que gly) = x, g(y') = ¥ e gly") = 2",

alors g est une wPS-surjeclion stricle.

Démonstration: I axiome (¢7°) entraine que la relation d’équivalence g,
associée & g est compatible sur (4, <C); par suite g est une w-surjection stricte,
d’aprés la proposition 27. Soit ¢ = ((4', <), ¢' - ¢, (4, <)) e/?*. Soient
@ ed,r <x et x' < x; en vertu de (¢¥*), on a:

g ~a) =@ gy ~y) =9 gW) o 9@F") = ¢ @)~ ¢ (2",
ol (47, <), ¢', (4, <)) eI** et g est une wP*-surjection.

Corollaire: Si gel'?° et w(g)e M*, alors g est une w?*-surjection et une
o"PS-gurjection.

Proposition 30: Soit ¢ = (4, <). g, (4, <)) el* (resp.el) et g(d) == 4.
Supposons Uaxiome suivant vérifié:
(q*) Les conditions zed e x; <z, tel entrainent qu'il existe ye A et y;, <y
tels que g(y) = « et gly,) = x;, pour tout iel.
Alors g est une w*(resp. w')-surjection stricte.

Démonstration: D’aprés la proposition 29, g est une ?® -surjection stricte.
Soit ¢ = ((4', <), ¢' ¢, (4, <)) €/°; en reprenant les notations de (¢°) on
trouve:

@ z v (@)
P (Uz) = ¢ (Ugw)) = ¢'(g(uy)) = U ¢'(x),
el i€l i€l i€l

dou ((4', <), ¢, (4, <)) e/° et g est une w -surjection. Si g/, g est une
o'-surjection, car / est une sous-catégorie pleine de /*.

Corollaire: Si gel”® (resp.cl”) el w(g)e M*, dalors g est une w®- (resp.
o'-) surjection et une o"°- (resp. "'-) surjection.
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4. Graphes multiplicatifs induits

Théoréme 8: Soient », = (G-, %;, F;)e N, ot i=1,2. Il existe une py-sous-
structure 7 (G, %) de G X G telle que:

K = (;2’;17 @:@)eDN’

ot pyt désigne la restriction ¢ #3(G;, %) de la projection canonique p,de Gy X G,
sur Gy. Side plusona %, e N' (resp. € F), alors K e [N’ (resp. K e 0 F).

Démonstration: Soit ) (G;, %) la classe des couples (g;, g,) tels que
#1(91) == #2(g2). Si (g1,92) €7 (Gy, %) et si (g1,05) % (G, %), les composés
g:-g; étant supposés définis, ¢ = 1, 2, on a:

AR %(91) " 71 (91) = #2(95-go), d’ou (91 g1, 05" go) € % (Gr, #1)
Par suite 2} (G, #,) est une sous-classe stable pour la loi de composition de

G, % G,; la premiére partie du théoréme en résulte. — Si %, ¢ N’ et si (g, ¢2)
€ %y (G, %1), on trouve:
2 (x(g1)) == (o1 (g4)) == alxs(g2)) = 2%2(x(g2)) ,

d’ott (a(gy), x(g)) « ;Z(Gi: %1); de méme (B(g.)B(g1)) €% (Gi, %) . On en
déduit que :(Gi, %) est un graphe multiplicatif, qui est une sous-structure
du graphe multiplicatif @; x G, d’aprés la proposition 20. Enfin, si ;¢ F,
puisque #;(G;, %;) est stable pour -, % (G;, ;) est une sous-catégorie de
G; X G, ce qui prouve le théoréme 8.

Corollaire: Si K' = (x;, %y, %y, %) € CIN’, il existe un élément et un seul
(G ) 7 2 (R)) = 7 < N tel que - 7 = 7.

Démonstration: D’aprés la définition du produit 7 = x (%) X «{x,), il
oxiste [x;, #a] = (I, [}, 1], (%)) « N' tel que p,- [#], %)) = #., 1 =1,2.
La relation: K'e[JN' signifie: [x), #] (x(%) < % (G;, %) . Puisque
%5(Gy, #;) est une pp-sous-structure de I7, il en résulte:

7= (4 (61, =), [, ], x(m)) e N et (D) - 70 = %}

Définition 15: Soient %, ¢ N (resp. e N') tels que B(%;) = p(%s); %5 (Gy, %1)
(théoréme 8) sera appelé classe multiplicative (resp. graphe multiplicatif) induit
de G; = x(xy) par (%, zy).

Si ;¢ F, la catégorie w,(G;, %) est la catégorie induite de G, par
(%4, #4), au sens de [3].

Soit 4 une classe. Nous désignerons par (4 X 4)+ la catégorie obtenue en
munissant la classe produit 4 X 4 de la loi de composition entre couples:

(W', u) | (', u) = (u", u) si, ot seulement si, u, = .
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Soient G- ¢« N' et a,= (G;, @y, A)e M. On a:
[ﬂ,a] = ((G; X Go)*, [B, ], &) e N', ot [B,a](f) = (B(f), x(])

Ay X Go = ((Gy X G)*, ay X ag, (A X A)t) e N'.
Définition 16: Avec les notations précédentes, le graphe multiplicatif
(@ X "G, [B,*])

induit de G+ par (@, X @y, [B, ]) est appelé graphe multiplicatif induit de
G- par a, et noté ay (G).

Un élément du graphe multiplicatif aj (G-) est un triplet (f, (v/, %)) ot
feG,ued et u' eAd, tel que:

aglu) = «(f) et ay(u) = B(f).

L’application [a,, 6171 (@o(n), (%, u)) —u est une bijection de (ay(G*)),
sur A; ainsi 4 est une classe d’objets de ag(@°). Nous poserons:

a = (G> P a:(G)) ’ Oﬁ pl(fs (u’> u)) = f

Cas partienlier: Si G- est une catégorie, a)(G") est la catégorie induite
de G- par a,, au sens de [3].
L’application U:

(G, D, G) > (Gs, By, Gy), ot (G, D, G)e N,
définit un foncteur U = (M, U, N'). Soit U la restriction de U & F et
Up = (M, Ug, F).

Théoréme 9: Pour que Y= (G-, P, @') e N' soit une (M, 17)-injection-, il
faut et il suffit que Uon ait:

Vs (G, P, V@) T, avee 7 = (Pr(G), 7, G)eN,.
Dans ce cas y(f) = (Y(), (B{1), «(f))) , pour tout feG.

Démonstration: Montrons que (G, ';f’, Yr(G)) est une (M, [7)-injec-
tion. Bn effet, soit @ = (G-, @, I") e N’ tel que @, = ¥, &;. Comme:

= ((Gy X G3)*, 1, T) = ((Go X Go)*, (W, 8120, X [P, S]F D) [B,5], ) € N,
on o (1B, a1, Po X ¥y, B, 7) cON’

et il résulte du corollaire du théoréme 8 que D se décompose d’une maniére
unique sous la forme: @ =¥ @, avec:

= (PXG), P, ) e N,

AT%
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Papplication @' associant & fe I’ le triplet (D (f), (¢, ¢)), dans lequel e et ¢’
sont définis par les relations:

(Fole), (e, ) = Po(x(f)) et (Pole)), (¢, €)) = BL(B() -
Par suite ¥ est une (M, U )-injection. — Inversement soit
Y= (G, P, G)e N
une (M, 5')-injection. D’aprés ce qui précéde, (G-, ’;ff, PX(G")) est aussi une

(M, 5)-injection. Puisque (&5 (G")o, Vos 6_40) eM,, ot y,=[¥,,d], il existe,
en vertu du théoréme 1, un élément

y = (PG, 7y, G) e N, tel que Yo ‘f’? .
Corollaire: Pour que ¥ = (C-, ¥, C") e F soit une (M, —,,-)—injection, il faut
et il suffit que Uon ait:

Y= (C, W, PHCY) 7, ok yeF,.

¥

Démonstration: D’aprés le théoréme 8, Wi (C')e¢ F,. Puisque F est une
sous-catégorie pleine de N', la condition est suffisante en vertu du théoréme.
Une démonstration analogue & la fin de celle du théoréme montre que la
condition est aussi nécessaire.

Proposition 31: Soient (C, x=,, C,, .), on ¢ = 1, 2, des catégories d’homo-
morphismes; (C;, pit, % (Cy, #1)), .) est une catégorie d’homomorphismes. Si
C, est saturée au-dessus de C, alors #i(Cy, %,) est saturée au-dessus de C,
et (C,n;pit, % (Cq, %y), .) est une calégorie & homomorphismes.

Démonstration: La premiére partie de la proposition est démontrée dans
[3]. Supposons C, saturée au-dessus de C. Soient (s,, §,) € %5 (Cy, #1)y ©f
@2 = (83, 9,82) € (Ca)y; ona (x,(57), P, %2(50)) €C,, et, puisque x5(s,) = #,(83),
il existe @, = (s;,@,s,) «C,; par suite (@,,p.) appartient & sx;(C,, #;) et
%3 (Cy, %) est saturée au-dessus de C,. Il en résulte que (C,., # (Cy,%,),.)
est une catégorie d’homomorphismes, ce qui démontre la proposition.
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I1. Graphes multiplicatifs structurés
1. Classes multiplicatives structurées

Soit (M, py, N, N,) la catégorie d’homomorphismes considérée au no 3, 1.

Soit (G, ¢, G*) ¢ N; nous désignerons par ¢ = ¢ la restriction de ’applica-
tion ¢ X ¢ & G- =G, Soit »(G") l'application:
) >g-f ot (9./)eG «C.
Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous écrirons x* au lieu de »(G").
Llapplication: (G, ¢, G*) = (»(G"), ¢, pxq¢, »(G")) définit une équivalence
» de N sur une sous-catégorie de COM.

Soit (M, p, H) un foncteur. Dans tout ce paragraphe. nous identifierons
(CIOH)g (resp. (00 M),) avec H (resp. M).

Définition 1: Une unité de la catégorie induite x * (02 H, [Ip) sera appelée
classe multiplicative p-structurée; un morphisme de »*(COH, (Jp) sera appelé
morphisme entre classes multiplicatives p-structurées.

Une classe multiplicative p-structurée est donc un couple (G-, K) ou
G eNg, KeH et p(K)= (G, #»(G), G = G). Un morphisme entre classes
multiplicatives p-structurées s’identifie & un quadruplet:

= (G, K), D, D, (G, K))
vérifiant les conditions suivantes:

(G-, K) et (é', K ) sont des classes multiplicatives p-structurées:
(K,®,®, K)eQH: (G, p(®), F) e N et p(@) = p(D)* p(D) .

Remarquons que Papplication: & (K, D, ¢, K ) est une équivalence de
»*(O3H, Op) sur une sous-catégorie de 1 H. Nous poserons:

(@) = (@) e M; py(@) = (G-, p(®), G7) e N; Py(®P) = P H.

Définition 2: Nowus dirons que la classe multiplicative p-structurée (G-, K)
est fortement p-structurée si la condition suivante est vérifiée: Soit s = B(K);
il existe un produit s X s dans H tel que p(s X 8) = G X G, et x(K) est une
p-sous-structure de s X s.

Nous désignerons par N (p) la sous-catégorie pleine de »* (0 H, [Jp) ayant
pour unités les classes multiplicatives fortement p-siructurées.

Supposons désormais que (M, p, H, .) soit une catégorie d’homomorphis-
mes. Une classe multiplicative p-structurée (G*, K) est entiérement déterminée
par la donnée de s == f(K), de §' =a(K) et delaloide composition »(G")=
= p(K); elle sera représentée par le triplet (G-, s, s').
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Proposition 1: x*(COH, Op) sidentifie & la catégorie des triplets
O = ((G,5,8), 9, (G, 8,8))

vérifiant les conditions suivantes: (C_%",(E,x((?'),é’)) et iG',(s,x(G'),s")) sont des

classes multiplicatives p-structurées; (G, p,GeM; (G, 9,3 )eN; (5,p,8)eH

et (8, p*p,s)eH.
Nous poserons:

(@) = (G, 9, Q); py(P) = (G, ¢, G); Pu(D) = (5, ¢,8).

Proposition 2: N (p)y s'identifie & la classe des couples (G-, s) vérifiant les
conditions sutvantes:

1)Onrna G- eNg, scHy e p(s) = G.

2) 11 existe un produit s X s dans H tel que p(s X s) == G X G et il existe
une p-sous-structure s’ de s X s telle que p(s’) = G x G-.

3YOna (s, (@), s)eH.
N(p) Sidentific @ la sous-catégorie pleine de p*(N, py) ayant /\T(p)0 pour
classe d’objets.

Démonstration: Supposons que (G-, s) vérifie les conditions 1, 2 et 3.
Puisque (M, p, H, .) est une catégorie d’homomorphismes, s X s et s’ sont
uniquement déterminés par la condition 2 et (G-, s) s’identifie &:

(&, (s, %(G"), 8)) € N(p)y. — Soit @ = (G, @, &), (5, ¢, s)) un élément
quelconque de la catégorie induite p*(N, py); si (G-, s) € N (p)o et (é‘, $)
€ I\T(p)o, ona (8§ X8, ¢ X @,s X 8) eH, par définition du produit; comme
s <sx8,5<5xX5 et (pxp) (GxG)c G %G, on trouve:

@ = (5, pxp,s)eH, done (K, D, d, K)e[JH, oud = (5,¢,s),

K = (s,2(G"),s), et K =(s,=(G),s). Par suite on peut identifier @

avee ((G°,3), ¢, (G, 8)) « N(p).
Nous ferons toujours les identifications dont les propositions 1 et 2 assurent
Pexistence.

Théoréme 1: (N, py,»*(COH, (Op), .) est une catégorie d’homomorphismes.
St H est saturé au-dessus de M, alors (H, f),,,, »*(OOH, Op), .) est une caté-
gorie d’homomorphismes saturée au-dessus de H.

Démonstration: Montrons que les conditions:

-qwj = ((a"g";’)’ @ (G',S,S')) E(;‘*(DDH, Dp))y et (G',SI,S{)€Z*(DDH, e
entrainent P'existence de @, = (G-, 5,, 51), @, (G, 51, 51)) € x*(COH, [1p).
En effet, puisque (M, p, H,) est une espéce de structures, les relations
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(@0, D e My, (GxGgprp, G xG)e M, pls)) = pls) et pls) = p(s')
agsurent qu’il existe

D, = (3, p,8,) ¢ H, et (D{ = (3], pxp,8)e H,.
Ona (K., D,, B}, K,) eI H, ot K, = (s;, %(G"),s]) et K, =@ K, &},
Comme (2(G), g, ¢ * ¢, (G") e OM et Op(K,, ®,, D, K,) e OM, il en
résulte (2(G"), @, ¢ * @, %(G")) = Op(K,, @y, P, K,), Lol (51, x(6"),57) =
= Kot @, = (G}, 81, 81), ¢, (", 81, 8)) e x*(CNIH, [Ip) . On en déduit que
(N, ., »*(O0OH,[1p), .) est une catégorie d’homomorphismes. — Supposons
H saturé au-dessus de M. Soient

D= (s,p,8)eH, et (G,8,8)ex*(QOH,Op)o-
Puisque (G, 9, G)e M, il existe ((7}", ¢,G)eN, et on a
GG, prxp, GxG)eM,.
H étant saturé au-dessus de M, il existe @' = (s', @ * @, §') € Hy et on obtient
G, %((), ) = B (s,%(G"),8) - (D) e H.

Par conséquent (C' , 8,8 Yexn* (CLIH, C1p), et (M, .,x*(C0OH,p), .) est
une catégoriec d’homomorphismes saturée au-dessus de H.

Corollaire: Si H est saturé au-dessus de M, alors (M, py, »*(CH, Op), .)
est une calégorie &’homomorphismes saturée au-dessus de M.

En effet, py = ppy ct, puisque (H, py, -, .) et (M,p, H,.) sont saturées,
(M, Prs, #»* (LIH, C1p), ) est une catégorie d’homomorphismes saturée.

Théoréme 2: Si (M, p, H, .) est saturée au-dessus de M (resp. est & produils
finis), N(p) est une sous-calégorie saturée de *(OOH, (1p).

Démonstration: Soient (G-, ) € N(p),, et

& — (G, s,8), @, (G, 8,8)) e (x* (COH, OP)), -
Ona s X scHy, (S, p,8)eH, et (X G pXp,0xX)eM,.
Si (M, ., H, .} est a produits finis, il existe s X & et on a
(s X 8,9 X @,s Xs)eH,.

Si H est saturé au-dessus de M, il existe (S-,qJ X @,8 X §)eH,; montrons
qualors 8§ =5 X s dans H. En effet, soient (s,p;,s X 8), ot ¢ =1, 2,
les projections canoniques de s X 8 sur s, p, la projection canonique de @ X G

sur (. On trouve:

(5, P, 8) = (5,0,8) (8, P, 8 X 8) - (s X &, (p X @)1, 8) e H.
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Par ailleurs, si f, = (8, fi,0)eH, 1 =1,2, ona:
(8 X 8, [‘P_lfl; ‘P-"lfz]: 6) € H,
d’Oil (S’[fl’f2]’ 0) = (S’ @ X (p,S X 3)' (8 X 8:[‘P_1f1:‘P_1f2]:0)€H-

On en déduit 8§ = 5 X 5.~ Enfin les conditions:
§<sxs,(8,pxp,8)eH, et (sX3,¢Xgp,8X38)eH,
entrainent s' <3 X s en vertu de la proposition 3, I. Done (G,5,5) e N(®)o

et N(p) est une sous-catégorie saturée de »*(C1H, Tp).

Corollaire: Si (M, p, H, .) est & produits finis (resp. est saturée au-dessus
de M), (N, Dy» N(p), .) est une catégorie d&’homomorphismes. Si H est saturé
au-dessus de M, (H, py, N(p), .} est une catégorie d’homomorphismes saturde
au-dessus de H et (M, Py, IV(p), .) est une catégorie d’homomorphismes saturée

au-dessus de M.
Ce corollaire résulte des théorémes 1 et 2.

Théoréme 3: Soit (M, p, H, .) une catégorie d’homomorphismes & produits finis,

saturée au-dessus de M. Alors (M, Py, x*(COH,0p),.) et (M, Py, N®),.)
sont des catégories d’homomorphismes & produits finis.

Démonstration: Soient (G, s;, s}) e x*(COH, Op)y, ot ¢ =1,2. On a:
G; X GyeNy et K, X Ky = (81 X 83, 2(@}) X #(G}), st X &) e H.
Soit & la bijection de (G, X G,) X (@3 X Gy) sur (G, X Gy) X (G4 X Gy)
définie par (g, 72), (7l 92)) = (G} 92, (@1, 92); soit ' la restriction de
mh Ps) X &) = (G1 % G;) X (Gy* G;). Tlexiste (8',a, s X&) ¢H, car
H est saturé au-dessus de M; on a: p(8') = (G; X G;) x (G; X G}) et
(81 X 82, 2(Gy X G;), 8) = (Ky X Ky)+ (8, 7', 8y X ;) e H,

done (G X G;, 8; X 8,5, 8') ex*(OOH, [1p)y . — Supposons de plus (G;, s,)
€ N(p)o. D’apreés la proposition 3, I1[2], ona s] X s; < (8; X 8,) X (53X 8y);
en vertu de la proposition 4, 11, {2]

(81 X 83) X (81 X 82), 7, (81 X 81) X (82 X 8)) ¢ H,,,
d’olt 8’ < (s; X 83) X {8y X 8,), d’aprés la proposition 3, I. Done (G; X G;,
81 X 8,) € N(p)o. — Démontrons que (M, .,x*(C0OH, Op), .) est une caté-
gorie 3 produits finis, dans laquelle (G5 X G;, 8, X 85, 8') = (G;, 81, 8]) %
X (G;, 83, 85) . Soit p, (resp. pi) la projection canonique de @, X G, sur G,
(resp. de p(s; X sp) sur p(sh)); les relations: (G;, p;, G; X G;) e N, (s, p;,
83y X 8;)e H et

(8;, p* P, 8') = (821 p:: 8{ X 8;) (S{ X 8;: 7', 8)eH
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entrainent ( (G, 815 81), Dis (G5 X Gy, 81 X 85, 8) ex* (COH, (1p). — Enfin

soient
= (G4, 8> $), 91> (G, 5, ) e x*(COH, Op);

comme (M, . ) t (M, ., N, .) sont & produits finis, on a:
(Gy X st_[‘}’l’ ‘Pz]» e ) e N; (31 X 89, [P1, @2), 8) € H; ¥ = (8; X 5}, [9, * ¢4,
Pa* @al, 8) e H, ot [py, @] (f) = (p1(f), 92(f)) . On trouve:
(8, (91, ol * [@1, 2], &) = (8, 7', 8] X &). Pe H,
et par suite [@,, @;] = ((G; X Gy, 5, X 85, 87), [g1, @al, (G, 5,5")) ex* (OoH, T p) .
Théoréme 4: Soit (G, s, &) ex*(OOH, Op), (resp. ¢ IV(p)o); st Gy est une
sous-classe multiplicative de G et si s, et s, sont des p-sous-structures de s et &'

resp. telles que p(s,) = G, et p(s)) = G;* G;, alors (Gy, sy, &) est une
sous-structure de (G, s, §') dans (M, ., x*(COH, [Ip), .) (resp. dans

(M, ..N®), ).

Démonstration: D’aprés la proposition 11, I, G; est une py-sous-struc-
ture de . D’aprés la proposition 2, I, les conditions: s, <s, s, <& et
#2(G") (G, * G}) c G, entrainent: ’ ?

doit (31, #(Gy), &) 5 (s, %(G"), &),
(Gy, 81, 8) ex*(COH, Op)y et (G, 8, 8), 1, (G, 81, 81) € »*(COH, [Ip).
Soit @ = ((G, s, 9'), ¢, (G 8,8")) ex*(OH, Op) tel que rp(G) c Gy; on
a alors (@ * @) (G * G") < G; = Gy; des relations:
G’;<G', 8,<s et &<s
» P
on déduit: (G, ¢, @) e N; (81, ¢,5) ¢ H et (s, pxg,5)eH, donc
((Gi’ 81’ 81)9 (P > (Gy E: sl)) € %*(DDH! Dp) et (Gp '31’ 8{)\< (G‘,S,S,).

— oM
Si on suppose de plus (G-, s) €« N(p),, ona:

§<s<sxs
et, puisque p(s;) < p(s; X 8;), le théordme 1, I, montre que s; <s; X 3,
donc (Gi, 815 S;) € N(p)o .

Remarque: Les conditions (G°, s)e N(p)y, Gy < G, 5,<s et p(s;) =G,
n’entrainent pas toujours I’existence de s, <s' tel que (G;, s,, s) soit une
classe multiplicative fortement p-structurée, méme si (M, p, H, .) est résol-
vante & droite.
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Théoréme 5: Sotent (G, s, s') e x*(OOH, [0p)s ¢ o une relation & équi-

valence compatible sur G telle que U'on ait:
¢ = (sfe, 2, 8) e H'(M*, p) et gxo = (s', 2 %0, 8) e H'(M*, ),

ot ¢ désigne la surjection canonique de G sur Glo. Alors (G*[p, sfo,s') est une
structure quotient de (G-, s, s') dans (M, ., »*(COH, Op), .).

Démonstration: D’aprds la proposition 12, I, G- admet une classe multi-
plicative quotient G"/p et on a:

(x(GFle), 2, 0 * 2, %(G)) « OM;

la proposition 2, 1, entraine (s/g, #(G"/0), 8') 2< (s, #(G"), s},
d’ol I'y = (G"/o, slo, 8') e x™* (OO H, TIp)e et

I, o, (G-, s, ) ex*(OOH, Op).

Soit @ = ((G*,5,5),¢' ¢, (G,s,8)) ex*(0OH,Ip); alorsona ¢'gx¢'s ==
= (¢'*¢') (¢ * g) et les relations:

Glo NG, slo s et 3 Pcs
entrainent:

(G, ¢, (Gl eN, (5,9 ,sl0)cH et (5, ¢ +¢,5)cH,
@ = ((G-,3,5), ¢/, [) ex*(0H, Op) et
G =& - (I, 0, (G-, s,8) .

Ceci démontre le théoréme 5.

donc

Remarque: Si dans le théoréme 5 on suppose de plus (G-, s) ¢ /(l-(p)o, il
n’en résulte pas que (G'fo, sfo, s') ¢ N(p)y, comme il peut étre montré par
des exemples de classes multiplicatives structurées dans 7.

Théoréme 6: Supposons (M, p, H, .) saturée au-dessus de M, & produits
finis et résolvante & droite. Sotent

o= (G, 8,8), s, (G5, 85, 8)) € *(COH, Op) (resp. < N(p)) ,
od ¢ =1,2. Soit (G, X G;, s; X 85, 8) = (G, 81, 8)) X (G5, 85, s5) (théo-
réme 3). Il existe o<s; X 8, et o <8 tels que (us(Gy, 1), 0, ¢') soit
une sous-structure de (Q; X Gy, s, X 8, 8') dans (M, py, »*(CSH, OIp), .)
(resp. dans (M, ., N(p), .)), ua(Gy,u;) désignant lo classe multiplicative
induite de Gy par (G-, py, G3), (G", uq, Gy)).

Démonstration: Puisque (M, p, H,.) est résolvante & droite, le couple
((8, #1D1, 81 X 82), (8, 13P2, 81 X 85)) admet un p-noyau o tel que p(o) =
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= ur(G;, #y), ol p, désigne la projection canonique de G, X @, sur G,.
D’aprés le théoréme 3, il existe S’ tel que:
(G; X G5,81 X 83,8 ) ex*(@OH,Ip)y (resp. e N(p)y) et (§',7',s; X s;)eHy,
ol a'((g1, 91), (9> 92)) = (91> 92)> (91 92)) . Le couple

((s X 8, (2% pa) a1, 8, (s X 8, (ug x pg) Py, S)),
ol p; est la projection canonique de p(s; X s;) sur p(s]), admet un p-noyau
o' < 8 tel que p(d') = (ps(G;, 1) * (s (G;, #1)) - 1l résulte done du
théoréme 4 que l'on a:

(p:(Gl’ ﬁl)’ o, OJ) € X*(DDH: Dp)o (resp. € N(P)o) .

2. Graphes strueturés

Soit (M, pg, G, .) la catégorie d’homomorphismes considérée au ne 3, I.
Rappelons qu’'une unité de G est un graphe (G, B¢, a¢), unité que nous
noterons aussi (G, §, x), ou simplement [¢]. Soit (M, p, H) un foncteur.

Définition 3: On appellera graphe p-structuré un triplet ([(F], B, A) vérifiant
les conditions suivantes:

1) [G] €Gy, BeH, AecH, P(B) = ([G]m /30" G): Z’(A) == ([Glo; e, G);

2) B(4) = B(B) = o€ Hy, x(4) = &(B) = s ¢ H,;

3) sqest une sous-structure de s relativement & (M*, p) (voir ne 3, I).

Nous désignerons par G(p), la classe des graphes p-structurés.

Définition 4: On appellera morphisme entre graphes p-structurés un triplet
& = (([(1, B, 4), D, (7], B, A)) wvérifiant les conditions suivantes:

1) (161, B, 4) ¢G(p)o ¢ (@1, B, 4) <G (p)o.

2) py(P) =P e H et p(®) = ({61, p(P), [(]) G .

3) Ona: (B, Py, P, B)e[H et (A, Dy, P, A)e[NH, ot P <D.

¥4

Proposition 3: La classe G(p) des morphismes entre graphes p-structurés
est une catégorie; (G, pg, G(D)) et (H, py, G{p)) sont des foncteurs.

Nous supposons désormais que (M, p, H, .) est une catégorie d’homo-
morphismes.

Proposition 4: G(p), s'identifie & la classe des couples ([G1, s) vérifiant les
conditions suivantes:

1) [(leG,, seHy et pi(s) =0G.

2) Il existe s < s tel que p(so) = [G, et on a:

P

(Sor xa, S) e H et (so, Bas8)eH.
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Démonstration: Si ([G], 8) vérifie les conditions 1 et 2, alors

([G]: (30> ﬂi 8), (S0, &, 8)) € G(po-
Inversement soit ([G], B, 4) e G(P)g, S0 = B(A) et s =a(d4); le couple
([G], s) vérifie les conditions 1 et 2 et on a:

A = (8, ¢, 8) et B = (s, fe,9);
comme la p-sous-structure s, de s est entidrement déterminée par la donnée
de s et de [G], d’aprés la proposition 6, I, application ([G], B, 4) — ([G], )
est une bijection.

Proposition 5: G(p) s’identifie & la sous-catégorie pleine de p*(G, pg) ad-
metlant G(p), pour classe d’objets.

Démonstration: Soit @ = (([((], ¢, [G]), G, ¢, ) e p*(G, pg) tel que
([G1, s) et ([(], s) vérifient les conditions 1 et 2 de la proposition 4. D’apreés
la proposition 2, I, il existe @, = (Sq, @o,8o) ¢ H, 0Ol 8§3< 8, §,< 8, P(sy) =
= [@], et p(sy) = [Gl,. Il en résulte, en posant & = (s, ¢, s),

((’EO’ &G g)’ ¢01 ¢7 (80’ 222 S)) € DH 3
((gm ﬁﬁ: g): ¢0’ ?, (50> ﬁG’ 6)) «JH.
Donc @ sidentifie & (([G], 5), D, ([G], s)) € G(p). — Inversement si
(161, B, 4), @, (8], B, A)) <« G(p), ona (([G], p(®P), [G)), P) « p*(G, pe)-

Nous identifierons désormais G(p) & la sous-catégorie pleine de p*(G, pg)
lui correspondant d’aprés la proposition 5. Ainsi un graphe p-structuré sera
représenté par le couple ([G1, s); nous désignerons par s, la p-sous-structure

de s telle que p(sy,) = [(],- Un morphisme & entre graphes p-structurés sera
écrit sous la forme:

(161, 5), @, ([G1, 5)), ot ([G],®, [6]) G et (5, p,8)¢H.

Proposition 6: Soient [Q] e G,, se Hy et p(s) = G. Pour que ([G], s) soit
un graphe p-structuré, il faut et il suffit que l'une des conditions équivalentes
suivantes sott vérifide:

1) Il existe sq< s tel que p(sy) = [(o; om a:

(s,,8)e H et (s,f,s)eH.
1y Il existe sye H, tel que (8,8, 80) e H, (8o, x,8) e H et (8, 8,8) e H.

Démonstration: Si ([G], s) e G(p)y, les conditions 1 et 1’ sont évidemment
vérifiées. — Supposons la condition 1 vérifiée; des relations:

(s,x,8) e H et o«(G) c [F]ly, on déduit (s4, x,8) e H

18 CMH vol. 38
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puisque s,< s; de méme (sg, 8,s)e H, et ([@], s) e G(p)y. — Supposons
la condition 1’ vérifiée. Comme s, = (8,4, &, 8) * (3, ¢, 8o), il résulte de la
proposition 6, I que s,< s, d’out ([G], ) € G(p),.

Théoréme 7: S:¢ H est saturé au-dessus de M, G(p) est une sous-catégorie
saturée de p* (G, pg).

Démonstration: Soient ([G], s) € G(p), et

® = (6], 9, [G)), G 9, 9) € (P*(G, Po)), -
Montrons que ([é], s) est un graphe p-structuré. En effet, puisque H est
saturé_au-d_essus de M, il existe (Sq, @y So) € Hy, oll gy = pt; comme (3,,8)e Hy,
on a 8,< s d’aprés la proposition 3, I; il en résulte:
(S0 XG> 8) = (o, Pos So) * (S0, e, 8) (s, ¢, 8) " e H;

de méme (s,, fg, s) ¢ H, donc ([G1, 5) € G (p)e-

Corolaire: Si H est saturé au-dessus de M, (G, pg,G(p),.), (H, Py, G(p), .)
et (M, ppy, G(p),.) sont des catégories d’homomorphismes; de plus G(p) est

saturé au-dessus de G et de H.
Ce corollaire résulte du théoréme 7 et de la proposition 31, I.

Proposition 7: Si (M, p, H,.) est saturée au-dessus de M et & produits
finis, (M, ., G(p),.) est une catégorie d’homomorphismes & produits finis.
Démeonstration: Soient ([G,], s,) ¢ G(p)y, ot 2 =1, 2. On a:
[G1] X [G5] =[G4 X G3] € Gy, o xG x @, = &g, X %@, ﬂc:l x 0221301 « ﬁaz s
(51 X 83,1 X ¢, (81)0 X (82)0) ¢ H,
((s1)0 X (s2)o> *e x @y S1 X 83) e H et ((s1)o X (53)es ISGIX G, 81X 8g) e H

et, d’aprés la proposition 6, ([, X G,], 8; X 8;) € G(P)y. On en déduit que
G (p) est & produits finis, avec

([G1 X Gy], 81 X 85) = ([Gh], 81) X ([Gel, 80)

Définition 5: Une ppy-sous-structure (resp. une ppy-structure quotient)
([G], 8) de ([G1,s8)eG(p)y sera appelée sous-graphe (resp. graphe quotient)
p-structuré de ([¢], s).

Puisque [@] est un graphe, il résulte du théoréme 2, I, que ([G], §) est aussi
une pg-sous-structure (resp. une pg-structure quotient) de ([G], s).

Proposition 8: Soient ([G], 8) € G(p)o, [G] un sous-graphe de [() et 5 < s

?

tel que p(5) = G. Sil existe 5,< 5 el que p(so) = [y, ([G],3) est un sous-
graphe p-structuré de ([(], s).
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Démonstration: Comme 5,< ¢,5,< s et p(s,) < p(s,), ona 3,< 34, d’aprés
le théoréme 1, 1. xz étant une restriction de x¢, les conditions: «¢(G) c [G],,
(S, xa, 8) € H, 3,< sy et s < s entrainent (s,, xg, 8) e H;
de méme (,, Bg, 8) ¢ H, et par suite ([G], 3) € G(p),. Puisque ([G],3) est
une sous-structure de ([(], s) dans (M, ., p*(G, pg), .} d’aprés la proposition
5, I, ([G], s) est aussi une sous-structure de ([@], s} dans la sous-catégorie

pleine G(p) de p*(G, pg)-

Proposition 9: Soient ([@], s) e G(p), et p une relation d’équivalence sur G,
compatible avec x¢ et Ba, telle qu'il existe une p-structure quotient s/o. S’il existe
so < 8lo avec p(3y) = [Glols, alors ([Glol, sle) est un graphe quotient p-struc-
turé de ([G], s).

Démonstration: Soit g Papplication: f — f mod ¢, oit f ¢ G. Les conditions:
slo P<s, (slo, 0a¢, 8) = ()0, 0, 8) " (8, xq,8) e H et xg,0 = dag
entrainent (s/o, xgy, 8fp) ¢ H en vertu de la proposition 2, I; de méme
(80, Beio,sle) e H et ona ([Gfo], s/o) « G(p)y, d’aprés la proposition 6. — Comme
([Gle], s/p) est une structure quotient de ([G], s) dans (M, ., p*(G, pg), .)
d’aprés la proposition 5, I, et que G(p) est une sous-catégorie pleine de

Pp*(G, pg), on a aussi {[Go], s/o) —< ([(], 8) dans (M, ., G(p), .).

Proposition 10: Supposons (M, p, H, .) résolvanie & droite. Pour quw'un
couple ([Q], s) soit un graphe p-structuré, il fout et il suffit que les conditions
sutvantes sotent vérifiées:

1) [(1eGy, seHy et p(s) =G.

2 Ona: (s,x,8)eH et (s,B,8)ecH.

En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Si elles sont vérifiées,
le couple (s, (s, o, 5)) admet un p-noyan s, < s tel que p(sy) = [(], etona
((G1, 8) e G(p)y en vertu de la proposition 6.

Corollaire 1: S7 (M, p, H, .) est résolvante & droite, G (p) est une sous-catégorie

saturée de p*(G: pG); (Ga EG’ G(])), ) ’ (H’ EH’ G(p)J et (M’ pﬁH? G(p)’ )
sont des catégories d’homomorphismes.

Démonstration: Les conditions: ([G], s) e G(p), et

. @ = (([&], 9, [G1), (5, ¢, 8)) < 1*(G, Do),
entrainent:

(8,05,8) = (8,9,9) (S, %6,8) " (5, ¢,8)2eH et (s,Pg 8)eH,

d’ou ([(5], 3) e G(p), en vertu de la proposition 10. Par suite G(p) est saturée
dans p*(G, pg) et le corollaire résulte de la proposition 31, I.
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Corollaire 2: Si (M, p, H, .) est résolvante & droite et & produits finis
(M, .,G(p), .) esta produits finis.
En effet, si ([G.], 8;) e G(p)y, 2 =1, 2, on a:

(51 X 83, *6) x @, 81 X s;)e H et (s X 85, ﬁgl x @, $1 X 85) € H,
d’ott ([@, X G,], 81 X 83) = ([(4], s1) X ([G:], s;) dans G(p).

Théoréme 8: Supposons (M, p, H, .) résolvante & droite; soit ([G], s) € G (p),-
Si [G]1<[G], s<s et p(s) =G, alors ([(],s) est un sous-graphe p-structuré
2G »

de ([G], s). Si o est une relation d’éguivalence sur G compatible avec og et e
et si s admet une p-structure quotient sfp par, ([Qlol, sfo) estun graphe quotient
p-structuré de ([G], s).

Démonstration: Les conditions: (s, x¢, s)e H et aa(é) < @ entrainent:
(s, a5, 8) e H; de méme (s, B3, 8) e H, done ([G],s) ¢ G(p), d’aprés la pro-
position 10. ~ Une démonstration analogue & celle de la proposition 9 prouve:

(slo, s, 5/0) € H et (slo, Pase, slo) « H, done ([Gol, slo) € G (p)y. Le théo-
réme résulte des propositions 5, I, et 5.

Corollaire: S¢ (M, p, H, .) est résolvante & droite, (M, ppy, G(p), .) est
résolvante & droite. _

En effet, soient @, = (([G1, s}, ¢, ([G], 8)) ¢ G{p), ou i =1, 2. Soit [(']
le graphe pg-noyau du couple (([G], ¢, [G]), ([G], s, [G]) et &' le p-noyau
du couple ((s, @1, 3), (8, s, 8)). Il résulte du théoréme 8 que ([G'], s') est
le ppynoyau de (D,, @,).

Nous supposons désormais (M, p, H, .) & produits finis. Soit H’ une sous-
catégorie de H contenant H, et soit p’ la restriction de p & H'.

Définition 6: On dira que ([(],s) est un graphe (p, H')-structuré (resp.
(p, (H', H")-structuré) si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) ([G], 8) € G(p)o-

2) On a (sg X o, [B,x],8) e H', ot [B,a](f) = (B(), (), feG (resp.
ona (8, x,8)eH et (s, 8,8)eH).

Proposition 11: Soient [GleG,, se¢ Hy, et p(s) = G. Pour que ([G],s)
soit un graphe (p, H')- (resp. (p, (H', H"))-)structuré, il faut et il suffit que Pune
des conditions égquivalentes suivanies soit vérifiée:

1) Il existe so§ s tel que p(sy) = [Glo; om a (89 X 8¢, [B, 5], 8) e H'

(resp. on a (84, x,8) e H' et (s,, ,8) e H').
1) Il existe sge Hy tel que p(se) =[G, et (8, ¢, 80)e H; on a
(80 X 8, [B, ], 8) e H' (resp. on a (89, x,8) e H et (80, 8,8) ¢ H').
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Démonstration: Les conditions sont évidemment nécessaires. La condition
(80 X 8¢, [B, ], ) € H' entraine (sy, x, 8) = (8q, P1[B,x],8) e H, ou p; dé-
signe la projection canonique de p(s, X 8,) sur p(s,); de méme (sq, 8,8) € H.
Il résulte donc de la condition 1 ou 1’ et de la proposition 6 que ([G], s) € G (D)o,
ce qui démontre la proposition 11.

Nous désignerons par G(p, H') (resp.G(p, (H’, H'))) la sous-catégorie pleine
de G (p) admettant pour unités les graphes (p, H’') (resp. (p, (H', H')))-structurés.

Si la sous-catégorie H' de H vérifie la condition [2]:

(06) s< & dans (M,p,H, .) entralne s < s’ dans (M,p’, H', .},
la catégorie G(p, (H', H')) est identique & la catégorie G(p').

Proposition 12: Si (M, p, H, .) est résolvanie a droite (resp. saturée au-dessus
de M) et si H' est stable par produits dans H (déf. 2, 11, [2]), et vérifie (o), alors
G (p') est une sous-catégorie pleine de G(p, H').

En effet, soit ([(], s) e G(p, (H', H')),; d’aprés le théoréeme 6, I, il existe
(sss [¢s ], 6) € H,, et par suite:

(50 X 8¢, [B,],8) = (89 X 8¢, 8 X &x,8 X 8} (8 X 8,¢,85) (85, [¢,¢],8) ¢ H,

dy Iy ,

o (61, 8) < G(p, H')s -

Proposition 13: Supposons que H' vérifie la condition (c); sotent [G]e G,,
seHy et p(s)y=0G; ona ([(],s)eG(p, H'), si, et seulement si:

17) Il existe sq<s tel que p(se) = [Gl, et ona (s X 8, [B,«],8) ¢ H'.

»
St (M, p, H,.) est résolvante & droite, la condition 1" est équivalenie é :

1”) Ona (s X s,[B,a],s) e H.

En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Si 17 est vérifié, on a:
Sg X 8g< 8 X s et [B,0](G) C sy X 8p), dot

r
(o X 85, [, ], 8) e H' et ([G],8) e G(p, H'),.
La condition 1" entraine (s,x,s)e H et (s,8,8) ¢ H, donc ([G], s5) e G(p),
d’aprés la proposition 10; par suite 17 est vérifié.

Théoréme 9: 8¢ H est saturé au-dessus de M (resp. st (M, p, H, .) est résol-
vanie & droite), G(p, H') et G(p, (H', H')) sont des sous-catégories saturées de
G(p); (M, ppy,G(p, H),.) e (M,ppy,G(p,(H',H)),.) sont des caté-
gories d’homomorphismes; st de plus H' est stable par produits dans H, ces caté-
gories d’homomorphismes sont & produils finis.

Démonstration: Les conditions ([@], s) e G(p, H'), et
? = (([61,3), 9, ([6],9)) < (G(P),

entrainent: @y = (5o, o, So) € Hy, Py X Po= (8¢ X $o, Po X Po, $o X So) € H,,
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et (8o X 80, [Bg, 05l 8) = (Pg X By) " (80 X 80, [fe,%6],8) - (8, @, 8) 1 e H',
done G(p, H') est saturé dans G(p). — Les conditions ([(], s) €« G(p, (H', H')),
et @ < (G(p)), entrainent:

(50’0‘61 5) - (50’ ©os So) * (S0, %G, 8) (3’ @, 8)teH
et (3y,Pg,8) e H', d’ol ([61,3) € G(p,(H',H")), et G(p,(H', H)) est satu-
rée dans G(p). Les deux derniéres affirmations du théoréme résultent d’une
part du théoréme 7, d’autre part des propositions 7 et 10, corollaire 2.
Proposition 14: Soient ([G],s) € G(p, H')o (resp. « G(p, (H', H)),),s< s,
— — »
[F1<[G) et p(8)=G. Si on a (s,1,8) ¢ H et il existe sy¢ Hy tel que
rG _ _
S0 X 80X 8¢ X 8¢ (resp.que $,< 8o) et p(8y) = [(,, alors ([(],3) est une sous-
»’ »’
structure de ([G1, s) dans (M, .,G(p, H'), .} (resp.dans (M, .,G(p,(H',H")),.)).
Démonstration: La condition s, X 8,< 89 X 8¢ entrainant (s, X sg,¢, 89X 8o)e H,
on trouve: P
(S, "::5:0) = (8, L,So) . (80, P15 80 X 80) . ('30 X So» Lago X 50) : (—80 X 501 [L’ "]:50) € H,

ol p, désigne la projection canonique de [(], X [G], sur [G],. On en déduit
(8,t,8,) € H, puisque s< s et p(s,) < p(s). Par ailleurs, les relations:
V4

50 30 80 X 80, [, %l (6) < [Glo X [y €t (5o X 80, [Be,x6],8) (5,0,8) e H'

entrainent: — _ -
(S0 X $o, [/36) “5]’ 8)eH',

done ([@}, s) e G(p, H')y en vertu de la proposition 11.
- Si ([@],8) €« G (p, (H', H')o), dela condition 8§, < s,, il résulte:
»

(8,¢,80) = (8, ¢, 80) " (80, 8, 8) e H
et par suite (8, ¢, s,) ¢ H, car 8 <s. De plus on a:
r
(89, xa, 8)* (8, ¢, 8) e H', d’ou (8¢, ag, 8) < (8o, xa, 8);
2

de méme (s,, Bg,5) ¢« H'. Par conséquent ([61,5) e G(p, (H', H')),. — La pro-
position 14 est alors conséquence des propositions 5, I et 5.

Corollaire 1: Soient ([G], 8) € G(p, H')o, [ < [61,3<s et p() =G.
G » -
8i H' vérifie la condition (o) et s'il existe 5,<s tel que p(s,) = [@y, alors
—_— P
([G1, 8) est une sous-structure de ([G], s) dans (M, .,G(p, H'), .).
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En effet, les con(iitions 8, < 8, 89< 8 et p(sy) C p(s,) entrainent s,< 84
d’apres le théoréme 1, I, et p:r suite p:?o X 89 < 89 X 8, en vertu de la pr:po—
sition 3, II, [2]. En utilisant la condition (o), gn en déduit s, X 89 < 85 X g3
de plus s< s entraine s 5 s, d’ou (s,t,8) e H'. Ainsi les condi:ions de la

¥4
proposition 14 sont vérifiées et le corollaire 1 en résulte.

Corollaire 2: Si H' vérifie la condition (o) et st (M, p, H, .) est résolvante
@ droite, les conditions ([G], s) e G(p, H')o, [G1<[G],5<s et p(s) =G
— k4
entrainent ([G], ) «G(p, H')y. De plus (M, .,G(p, H'),.) est résolvante
a droite.
Ceci résulte du théoréme 8, et du corollaire 1.

Proposition 15: Soient ([(], s) e G(p, H')y, ¢ une relation d’éguivalence sur
G compatible avec x¢ et Ba et sfo 2¢s tel que p(sfo) = Glo. Si H' est stable
par produits et vérifie la condition (o) et §'il existe s Hy tel que s, < sfo €t

Y4

p(se) = [Glo)s, alors ([Gle], slo) est une structure quotient de ([G], s) dans
(Mr .,G(p, HI) o p/*(G’pG)’ )

Démonstration: En vertu de (¢), ona s, < s/p. Soit g la surjection canonique
2

de G sur GJp. Comme (sfo X s/, 0 X 8,8 X 8)eH' et (s X 8, [Ba,xc],s) e H', ona
(sfo % 80, (8 X 8)[Bc,xc],s) e H' et les relations sfg P ¢s b [Bgy,,xg,]0 =
= (g X p)[Be¢,x¢] entrainent:

(sfo X 8o, [Bars xare)s sle) € H', d’out ([Glo], s/}« G(p, H')o,

en tenant compte de la proposition 13. — De plus ([G/p], sfe) est une
structure quotient de ([@], s) dans p*(G, pg) d’aprés la proposition 5, I;
comme G(p, H’') est une sous-catégorie pleine de p*(G, pg), la sous-catégorie
G(p, H') ~ p'*(G, pg) est pleine dans p'*(G, pg) et ([G/e], s/e) est aussi
une structure quotient de ([G],s) dans (M, ., G(p, H') ~ p"*(G,pg), .) -

Corollaire: Supposons que H' vérifie la condition (o) et soit stable par produits
et que (M, p, H, .) soit résolvante & droite. Soient ([F], s) e G(p, H'), et p une
relation d’équivalence sur G compatible avec xg et g et telle que s admette une
p'-structure quotient par o. Alors on a ([Gfp], sfe) e G(p, H')q .

En effet, la démonstration précédente montre que ’'on a:

(sle % slo; [Bajer Barelr 8l0) € H',

et le corollaire résulte de la proposition 10.
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3. Graphes multiplicatifs strueturés

Soit (M, py, N, .) la catégorie d’homomorphismes construite au ne 3, I,
olt py, est la restriction de py & la sous-catégorie N' de N. Soit G" ¢ Nj; G- est
donc un graphe multiplicatif, dont le graphe sous-jacent sera désigné par
[G']. Soient G et G} les classes des couples (f, x(f)) et (B(f),f) resp., ol
{ « &; soient y, et yp les bijections canoniques:

lood: f—=(f. (D)) et [B,d: f—>(B().])

de G- sur G, et sur (f; respectivement.

Soit (M, p, H) un foncteur. Nous reprenons les notations des n® 1 et 2;
en particulier pg et p, désignent les foncteurs canoniques de la catégorie G(p)
vers G et H resp.; py est le foncteur canonique de »* (00 H, [1p) vers N et

Py le foncteur de »*(0OH, [ p) vers Hdéfini par: (G-, K),®,d', (G, K)) - .

Définition 7: On appellera graphe multiplicatif p-structuré (resp. fortement
p-structuré) un quadruplet (G-, K, B, A) vérifiant les conditions:

1) G« N(;; (G‘9 K) e n* (COH, Ople (resp. € N(p)o)’ ([G]’ B, A) € G(p)o.

2) On a: «(4)=p(K)==seH,.

3) Ilewiste I'yeH, et une p-injection j, telle que K - j, = '} et pl) =y,
tl existe I'g e H, tel que «(Ig) = s et p(I'g) = yp.

Ces conditions entrainent que jg =74, [ - I'z' est une p-injection telle
que K-jg=Ig'.

Soit N'(p)e (resp. N'(p)y) la classe des graphes multiplicatifs p-structurés
(resp. fortement p-structurés).

Les conditions 1 et 2 de la définition 7 signifient que (G", K, B, 4) s’identifie
a une unité (G-, K), ([G'], B, 4)) de pg(x*(Q0H, Op), py) (resp. de

Dr(N(p), pr)) telle que G- < N;.

Définition 8: Un morphisme de la sous-catégorie pleine N'(p) (resp. N’ (p))
de pr(e(OOH,O0p), py) ayant N'(p), (resp. N'(p)o) pour classe d’objets sera
appelé morphisme entre graphes multiplicatifs p-structurés (resp. fortement
p-structurés).

Nous supposerons désormais que (M, p, H, .) est une catégorie d’homo-
morphismes.

Un graphe multiplicatif p-structuré s’identifie alors & un triplet (G-, s, s')
vérifiant les conditions suivantes:

1) G e Ny; (G, 8,8) ex*(COH, OPos ([G], 8) € G(P)s-

2) 1l existe s, < &' tel que p(s,) = G eb (s,, 74, 8) ¢ H,.

8) Il existe sge H, tel que (sg, yg, ) € H,,.
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La condition 2 entraine que (G-, s, ') est entiérement déterminé par la donnée
du couple (G-, s'), en vertu de la proposition 6, I; si de plus (G-, s, s') est
fortement p-structuré, la donnée du couple (@, s) détermine aussi (G, s, §').
Par suite nous représenterons indifféremment un graphe multiplicatif p-struc-
turé sous la forme (G-, s, s') ou (G-, s'); &’il est fortement p-structuré, on
peut aussi le représenter par (G-, s).

Proposition 16: Un morphisme entre graphes multiplicatifs p-structurés
sidentific & un triplet @ = ((G*, s'), ¢, (G, §')) vérifiant les conditions sui-
vantes: (G, s') e N'(p)o; (G, 8)e N'(p)y; (G, A eM; (G,p,G)eN et

(&,p*@,8)e H. Un morphisme entre graphes multiplicatifs fortement p-
structurés s’identifie @ un triplet

B = (G-, 5), p, (G, 5) telque (G, 8) e N' (P, (G-, 5) « N' (),
(G, o, @) eM, (G, 0, GYeN e (5,9,8) ¢cH.

En effet, les conditions s, < s',5:< 5, (5, pxg,8)eH et (pxg) () c G
entrainent, en vertu de la proposition 2, I: (s;, (p*¢)t,s,) ¢ H, et par suite:

(g’ @, 8) = (E;, Va» E)—l : (EZ’ (p*@) ¢, 'Soz) 8> Yar S) e H,
d’ott e N (p). La fin de la proposition résulte de la proposition 2.

Proposition 17: Soit (G-, s, ') un treplet vérifiant les conditions:
1) G eNgs (G, 5, 8)ex*(@DH, Ope et ([G7],8) e G(p),-

8t H est saturé au-dessus de M, (G, s, s') e N'(p), est équivalent a:
2} (s, vy, 8) e H.

Démonstration: Si (G-, s, 8') e N'(p)y, on a:

" vy, 8) =18, 6, 8) (8 Yar S) e H .

Supposons la condition 2 vérifide. Il existe s, ¢ H, et sge H, tels que
(Sus Vusr S) € H, et (sﬁ, Vg» 8) € H,; on obtient:

(8"t 8) = (8", ¥ay 8) (8> Vur $) e H
(Sa, Ya 2(G"), ") = (845 Vas 8) (8’ =(G), sl) eH.

Comme (s, v, #(G), §') - (¢, ¢, 8,) = 8,, il résulte de la proposition
duale de la proposition 6, I, que s, est une p-sous-structure de s’; par suite
(G-, 8') € N'(p)o-

Si &= ((G",9), ¢, (G, ) ¢« N'(p), nous poserons:

(@) =G, p,8) e H et py(®) = (G, p, ) e N

et
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Théoréme 10: Si H est saturé au-dessusde M (resp.st (M, p, H, .) est résolvante a
droite), N'(p) est une sous-catégorie saturée de la catégorie pyy(>* (O H, (D), Py) -

Si H est saturé au-dessus de M, N’ (p) est une sous-catégorie saturée de N’ (p).

A Démonstration: Soit (G-, s, s') ¢ N'(p), et:

& = (65,5, 9, (6, 5,9)), ([),5), ¢, (6], 5) By (x* C2H, TIP), P}y
comme N’ est saturé au-dessus de M, on a G e N, et [G]=[G]. De
plus (8", yaz, 8) = (8", @+ ¢, 8') - (8, 74> 8) - (8,9, 8) e H, ce qui entraine
(G',8,5') e N'(p), envertude la proposition 17. —8i on suppose (G-, s)e N'(p),,
on trouve (G-,5,5')e N'(p)y, car N(p) est une sous-catégorie saturée de
»* (o H, [p) d’apreés le théoréme 2.

Corollaire: Si H est saturé au-dessus de M, (H, Dy, N’ (p), .), (N, Dy, N' (), .),

(M!pN'é\)N” N/(p)y ')3 (H: Rl /\7(}7), ')7 (NI’ b ,V’(p)’ ) et (M’ i N'(p)’ )
sont des catégories d’homomorphismes saturées.
Ce corollaire résulte de la proposition 31, I.

Théordme 11: Si (M, p, H, .) est résolvante a droile, N’ (p) est identique &

la sous-catégorie pleine et saturée de §Z(KI (p), Py) ayant pour unités les couples
(G-, s, 8, ([G1, 8)), ot G <N,.

Démonstration: Montrons que les conditions G- ¢ N§, (G-, s,s') e N(p), et
([G'], s) e G(p), entrainent (G-, s') e N'(p),. On a:
(8, Pa,s X 8)eH et (s,0,8) (s,p1,8 X 8)eH,

ou p, désigne la ¢ projection canonique de ¢ X @ sur . Puisque (M, p, H,.)
est résolvante & droite, le couple ((s, ps, s X 8), (s, xP;, s X 8)) admet un
p-noyau s, tel que p(s,) = G;,. Les relations:

s<sxs et G GG

entrainent s, < s’, d’aprés le théoréme 1, I. Comme s X s est un produit
dans H, on a:
(s X s, vy, 8) =1(sXs,[1,a],8)eH,

et par suite (s,, y,. $) ¢ H, puisque s, < s X s. Par ailleurs, on a:
(8, v, 8,) = (s, (@), 8) - (8, 1,8)eH.

On en déduit (s, 7,, §) ¢ H;. On montre de méme que 'on a (sg, vg, 8) € H,,
d’olt (@, s)e N'(p),. Lethéordme résulte alors du fait que N’ est saturé dans N.
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Corollaire: Si¢ (M, p, H, .) est résolvante & drotte et & produits finis,
(N, py., N'(p), .) est une catégorie d’homomorphismes.

Démonstration: Soient (G-, s) e N’ (p)o, (G-, 81) € N'(p)y eb
dj == ((5‘! gr El): ' (G‘; 8, S,)) € (ﬁ,(p))y *
Puisque (M, p, H,) est une espéce de structures, il existe (81, 9, 81) € H,
et il résulte des corollaires du théoréme 2 et de la proposition 10 que l'on a

(@,8) e N(p)y et ([G],5,)eG(p)g; done (G-,5,)eN(p), en vertu du
théoréme 11.

Cas particulier: La définition donnée dans [2] d’une catégorie H-structurée
(C-, s) est équivalente a: C* est une catégorie et on a (C*,s) ¢ Z)L(ﬁ(p), Pu)o-
Il résulte du théoréme 11 que, si (M, p, H, .) est résolvante & droite, cette
définition est équivalente a: C- est une catégorie et on a (C', s) € N’ (P)o-

Remarques: 1. En général si H n’est pas saturé au-dessus de M, N'(p)

et N'(p) ne sont pas des catégories d’homomorphismes au-dessus de H ni
au-dessus de M. Toutefois si (M, p, H, .) est résolvante & droite et & produits
finis, la catégorie des foncteurs H-structurés est une catégorie d’homomor-
phismes au-dessus de H (voir [2] théoréme 11, IT); ceci résulte des propriétés
suivantes: si (C*, s) est une catégorie H-structurée, s’ est le p-noyau du couple
(s, 2 pys 8 X 8), (s, B p2s 8 X 8)); par ailleurs H, opére sur les p-injections
définissant un p-noyau, en vertu de la proposition 16, I, [2].
2. Si H n’est pas saturé au-dessus de M, on peut se ramener a ce cas en rem-
placant H par son élargissement [3] H au-dessus de M. Cette opération ne change
pas les notions de sous-structures et de structures quotient dans H, mais peut
introduire de nouvelles sous-structures ou structures quotient.

Nous supposerons désormais que (M, p, H, .) est une catégorie d’homo-
morphismes saturée au-dessus de M.

Théoréme 12: Si (M, p, H,.) est & produits finis, (M, ., N'(p),.) et
(M, ., N (p), .) sont des catégories &’ homomorphismes & produits finis.

Démonstration: Soient (G, s, s) e N'(p)o (vesp. € N'(p)s), on i =1, 2.
D’aprés la proposition 7 et le théoréme 3, on a:

([6; X G;], 81 X 83) € G (P »
et (G, X G;,8, X 82,8') ex*(OOH, OIp)g (resp. e N(p)o) ,ou (8,7, 8] X 8)) e H,
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et 7' (91, 91), (92 92) = ({91, 92), (91, 92)) - Tl en résulte:
(8 Vagy gy 81 X 82) = (8,0, 81 X 80) * [(81, Vags 1) X (52 Vagy» 82)] € H.
En vertu de la proposition 17, ceci prouve que 'on a:

(G X G, 8, X 83, 8) e N'(p)y (resp. e N’ (P)o) -
Comme (M, p, H,.) et (M,.,N',.) sont & produits finis, on en déduit
(Gy X G, 8, X 85, 8) = (G, 81, 87) X (G, 85, 85) dans N'(p) (vesp. N'(p)).

Soit (G-, s') un couple vérifiant la condition suivante:

1) G e Ny, s e Hy et p(s') = G % G-.
Considérons les conditions suivantes:

2) Il existe s, < ¢ tel que p(s,) = @, et il existe s, <s' tel que p{s)) =
= (G, x 4) ~ G, .

2') Tl existe (s',¢,8)cH et (,1,8)eH tels que:

pls) =G, et plsy) = (G X Gy) ~ G, .

3) (s, v #(G), 8) e H;

3) (55 va 2(G7), §') e H;

4) (', y (@), 8 e H et (s, y,Bx(G),s)eH;
4') (S(/,, Va“V;I’Sa)eH et (8[;’ Vaﬁy;17sa)€H-

Proposition 18: On a (G-, §') « N'(p), si, et seulement si, les conditions 1, 2,
3,4 (resp. 1, 2, 3", 4'; resp. 1, 2/, 3', 4') ci-dessus sont vérifices. Si (M, p, H, .)
est résolvante & droite, on a (G, ') € N'(p), st, et seulement si, les conditions
1, 3 et 4 sont vérifides.

Démonstration: Soit (G-, s, s') ¢ N'(p)y; il existe s,< s, ou p(sy) = G,
et par suite (s, y ¢, So) € H, avec p(sg) = (G; X Gy) ~ G, ; comme s,< 8
et (s,, ¥y, 8) € H,, ona s,< s, < s, d’apreés la proposition 3, I. On en déduit
que les conditions indiquées sont vérifiées, & I'aide des relations:

(S[x7 Yar 8) . (S’ ”(G)) 8,) eH; (8(;’ VYo s '30) . (80, Xy S) - (8: }/;1, Sa) eH

et (57 12 8 * (Sur Yar 8) * (55 @, 8) - (5, %(G), ) < H .

Supposons les conditions 1, 2, 3, 4 vérifiées. D’aprésle théoréme 1,1, la condition 2
entraine s, < s,. H étant saturé au-dessus de M, il existe (s, p;%8,) € H, et
(Sos ¥ ¢, Sg) € H,, ou p(se) = G;; en vertu de la proposition 3, I,ona
8, < s. La condition 3 et les relations s, < &' et y, x(G") (G*xG) c G, ont
pour conséquence (s, v, #(@), s') ¢ H, d’ol (s, (@), s') == (s, y;},8,) -
(S Yu #(G7), Y e H et (G, s,8)ex*(O0H,1p)e. La condition 4 et les
relations: s,< & et y,ax(G)(GF,) < G, entrainant (s, y,x%(G')¢,8)<H,
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on trouve
(8’ “’ 8) = (s’ y;17 S&) ) (sl!’ y&“ %(G.) L’ S(!) * (SLX’ y{!’ 8) € H'
De méme (s, 8,s) e H, d’oit ([G"], 5) eG(p)o et (G",s,8') e N'(p)y.— Siles
conditions 1, 2, 3’, 4’ sont vérifiées, on a:
(&5 vaan(G), ) = (s, ¢, Sé) ’ (S(;’ Vo & 7;1’ 82)  (8us Yo #(G"), 8') e H .

On en déduit que les conditions 1, 2, 3, 4 sont vérifides, d’ott (G, 8') ¢ N' (D). —
Si les conditions 1, 2/, 3', 4’ sont vérifides, les égalités:

(Sou Vm”(G')a S/) ' (S/» L) Sa) = 8y
((S(;’ Yu * 7;1’ sa) ) (‘S‘ou Yo x(G)» sl)) ) (slr L Sé) = '3(;
entrainent s, < s’ et s; < s', en utilisant la proposition 6, I. Done les con-
ditions 1, 2, 3' et 4’ sont vérifiées et (G, s’) e N'(p),. — Enfin supposons
(M, p, H, .) résolvante & droite et les conditions 1, 3, 4 vérifiées. Le couple
(s', (¢, o 2(G), ")) admet un p-noyau s, tel que p(s,) =G, et le couple
(8. (8, vy 5 (G+),s")) admet un p-noyau s, tel que 'on ait p(s;) = (G5 X Gg) ~G,.
Par conséquent la condition 2 est aussi vérifiée, et par suite (G-, s')e N’ (p),.

et

Définition 9: Une ppy-sous-structure (resp. structure quotient ) de (G-, 8') e N' (),
sera appelée sous-graphe multiplicatif (resp. graphe multiplicatif quotient)
p-structuré de (G-, s'). On définit de méme les sous-graphes multiplicatifs
(resp. graphes multiplicatifs quotient) fortement p-structurés en remplacant

N’ (p) par N'(p).

Théoréme 13 : Supposons (M, p, H, .) résolvante & droite. Soient (G-, 8,8') e N’ (p),
(resp. « N’ (1)) G une sous-structure de G- dans (M, .,N,.) et < ¢
tel que p(s') = G+ @, Alors (é‘, 8"} est un sous-graphe multiplicatif p-structuré
(resp. fortement p-structuré) de (G-, s').

Démonstration: Les conditions s < &', (s, yu #(G), &) e H et
724G )(G+G-)=G-«G- entrainent (5,5 %(G"),5") « H . Le couple s, &, 724(@),5))
admet un p-noyau s; < 5 tel que p(s:) = G=; comme 5:< §' < s' et 5, < s,
ona s;< 8§, en vertu du théordme 1, I. De plus, H étant saturé au-dessus
de M, il existe (5,737,850 ¢ H, avec p(s) = G-; d’oh s< s, en vertu de
la proposition 3, I. Des théorémes 4 et 8, il résulte alors: ([5'],§)eG (P)os
(61, ) < (6], 8); (6, 5, 5) e x*(@nH, Op)e et (G-, §) < (&, o).

PPy _ Y
Done (@, 8') e N'(p)o et (6", 8') < (G, §') dans (M, ., pi(* (O H, OP), Py, )
d’aprés la proposition 5, I; puisque N'(p) est une sous-catégorie pleine

de ph(x*(@aH, Op), py), (G,s) est un sous-graphe multiplicatif de
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(G-, §'). — Supposons de plus (G-, s) € N (p)e. D’aprés le théoréme 6, 1, on a
§ x 8< s X 8; par ailleurs les conditions §' < ¢ < s X s et p(8') © G X G
entrainent s’ < s x s. Par conséquent (G-, s)e N'(p),. Comme (G-,3)
< (&, s) et comme N’ (p) est pleine dans N'(p), on trouve (@,5) < (G,s)

PPH

dans (M, ppy, N' (), ).

Théoréme 14: Supposons (M, p, H, .) résolvante & droite. Soient (G-, s, s')
e N'(p)y, o une relation d’équivalence bicompatible sur G- et 3 la surjection
canonigue associée. Si on a:

(5.0 %0, 8) e HY (M, p) e p(s') = (Gfe)* (G o),
alors il emiste sjo 2<s et (Glo,slo,s') est un graphe multiplicatif yuotient
p-structuré de (G, s,8"); de plus on a (s/o)g -P—<¢ 8¢.
Démonstration: D’aprés la proposition 21, I, G/p est un graphe multipli-

catif; nous désignerons par x et j resp. ses applications source et but. Comme
8" —< &', les relations:

(8" 72 (@), 8) « H et (g% 0) yan(G) = p5 2(Gfo) (2 @)

entrainent G, e 2(Gf0), §) ¢ H ,
et les relations:

(8, vax #(G),8) e H et (g% 0) yy v #(G") = vz % %(G"J0) (¢ * ¢)
entrainent ', v & 2(GJo), ) e H;
de méme (:9'/’ yéﬁ%(G/Q)) 51) eH.
D’aprés la proposition 18, il en résulte (G"/o, sfo, 8') e N'(p)o. Le couple
(s, (s, vz x(G/g), s'}) admet un p-noyau s; tel que p(5;) = (G"fo); = G~
Comme (g +p) (G,) =G%, on a

(ggagm’sm)fH et (Ezs’éa’é‘m)< (5/15*5’3");

de plus on a:

(S.x7 Ya x(G): S") eH et (Sa’ Ya %(G"), S,) S Sa) = Sy
A Paide la proposition 4, I, on en déduit (s3, 0y, 8,) € H (M=, p). H étant
saturé au-dessus de M, il existe (s, y3', 57) ¢ H, . On obtient:

(5) Z;’ 8) = (:s, ‘}’;, g;) : (531 gou 3«) ' ('sou Yar S) € HS(MS: P) s
d’ott s ==sfp —<s. Des théorémes 8 et 5, il résulte que ([G"/o], sfe) est un
graphe quotient p-structuré de ([G'],s) et que ([G'/e],s/p,s’) est une classe
multiplicative quotient p-structuré de (G*,s,s’). En utilisant la proposition 5,1
et le fait que N’ (p) est une sous-catégorie pleine de g} (x* (DO H, 0 p), Py)» on
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voit que (G"/o,s’) est un graphe multiplicatif quotient p-structuré de (G-,s').—
Les relations: s,< s, (8/0)e< s/o et 0(G;) < (G-[o), entrainant ((s/e}q, 20, S0)
< (8/o, @, 8), on trouve, 4 'aide de la proposition 4, I, s/o,-2< s, -

Remarque: Sionsuppose dans le théoréme 14 que (G, s) e N’ (p)g, iln’enrésulte
pas que (G'/o,sfe)e N'(g)y; nous verrons plus loin des cas ou il en est ainsi.

Soient H' et H" deux sous-catégories de H contenant H,. Pour simplifier,
nous supposons (M, p, H, .) & produits finis. Soient p’ et p” les restrictions
de pa H' et & H" resp.

Définition 10: On dire que (G, s,s') est un graphe multiplicatif (p, H', H")
(resp. (p,(H', H"), H"))-structuré si les conditions suivantes sont vérifiées:
1) (G-, s, §') est un graphe multiplicatif p-structuré.
2) (1G], s) est un graphe (p, H') (resp. (p, (H', H')))-structuré.
3) (G, s, §') est une classe multiplicative p”-structurée.
St la condition 1 est remplacée par la condition:
1) (@, s, §') est un graphe multiplicatif fortement p-structuré,
on dira que (G-, s,s') est un graphe multiplicatif fortement (p, H', H") (resp.
{p, (H, H'), H"))-structuré.

Remarque: Un graphe multiplicatif (G-, s, s’) fortement (p, H', H")-
structuré peut ne pas étre une classe multiplicative fortement p”-structurée,
sauf si H” vérifie la condition (¢), car s’ < s X s n’entraine pas s'<s X s.

r »”

Définition 11: Soient C* une catégorie et (C, s, s’) un graphe multiplicatif
(p, H', H")-structuré (resp. (p, (H', H'), H")-structuré); on dira que (C*,s,8")
est une catégorie faiblement (p, H', H") (resp.(p, (H', H'), H"))-structurée.
St de plus (C', s) € N'(p)y, on dira que (C-,s) est une catégorie H(H', H")
(resp. H((H', H'), H"))-structurée.

Remarque: Cette définition est en accord avec celle de [2] dans le cas,
principalement considéré dans [2], ol (M, p, H, .) est résolvante & droite,
en vertu du théoréme 11 (voir ci-dessus dans le cas H = H' = H").

Un graphe multiplicatif (p, H', H")-structuré est aussi un graphe multipli-
catif (p, Hy, HY)-structuré, si Hj contient H' et Hj contient H".

Nous désignerons par N'(p, H', H") (resp. N'(p,(H’, H'), H")) la sous-
catégorie pleine de N’ (p) ayant pour unités les graphes multiplicatifs (p, H', H")
(resp. (p, (H', H'), H"))-structurés. Soit:

N'(p, H', H") = N'(p) ~ N'(p, H', H")

t Ap! 1 / 7 A ' ’ "
¢ N'(p,(H', H'), H") = N'(p) ~ N'(p,(H', H'), H") .
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Pour simplifier les notations, nous utiliserons le symbole N'( ) qui pourra
étre In partout N'(p, H', H"), ou partout N'(p,(H’,H’'), H"). Méme con-
vention pour les symboles N'( ), (p, ) et H( ). D’une maniére analogue,
G (') peut étre lu partout G(p, H’) ou partout G(p, (H', H')).

Théoréme 15: N'( ) (resp. N’( )) est une sous-catégorie saturée de N'(p)
(resp. de N'(p)).

Démonstration: Supposons ((G+,5,5), D, (G-,8)) e (N’ (P)), et (G,8") e N'( )o.
Comme G{ ) est une sous-catégorie saturée de G(p) d’aprés le théoréme 9,

on a ([é'], s) € G( ). Puisque (M, p”, H",.) est saturée au-dessus de
M, »* (O H", [p") est saturé au-dessus de M, selon le cor. du théoréme 1,
et on a (G-, 3,5) e x*(@0H", O0p")s. Donc (G, 5)e N'(),. Par suite
N'( ) est une sous-catégorie saturée de N'(p). Le théoréme en résulte, car
N’ (p) est saturée dans N'(p) en vertu du théoréme 10,

Corollaire: Le corollaire du théoréme 10 est encore vrai en y remplagant N’ (p)
par N'( ) et I—\;’(p) par IV’( ).

Théoréme 16: Si H' ef H’ sont stables par produits dans H, les catégories
&’ homomorphismes (M, ., N'(°),.) e (M, ., IT/’( ), ) sont & produits finis.

Ce théoréme résulte des théorémes 3, 9 et 12.

Nous supposerons désormais pour simplifier que (M, p, H, .) est résolvante
a droite et que la sous-catégorie H' vérifie la condition (o).

Théoréme 17 : Supposons aussi que H" vérifie la condition (o). Soit (G,s,8 ) e N'( )y,
(resp. € N'( )o). Les conditions:

¥< s, L G e pE)=Gx*G
— ? PN
entrainent que (G, s') est une sous-structure de (G-, 8') dans (M, ., N'(),.)
(resp. dans (M, ., N'( 1), .}).

Démonstration: Soit (G-, s) e N'( ),. D’aprés le théoréeme 13, il existe
s< s tel que (G",s,8)<(G,s,s). Puisque H’ vérifie la condition (), on a
(IG*1,%) € G{ ), en vertu du cor. 2, prop. 14, Comme H’ vérifie la condition
(0), on a aussi s'< s’ et § < s, done

_ "
(G,s,8)<(G,s,s) dans (M, ., x*(COH", 3p"), .)
d’aprés le théoréme 4. Done (G-, 5)Y< (G,s') dans (M, ., N'(),.).— Side

plus (G, s') e N’ ()o, on a (G~,5') e N'(p)o, en tenant compte du théoréme 13,
ce qui démontre le théoréme 17.

498



Structures quotient 275

Corollaire 1: S¢ .H” vérifie la condition (o), les catégories d’homomorphismes
(M, .,N(),.) et (M,.,N(),.) sont résolvantes & droite.
Démonstration analogue & celle du corollaire du théoréme 8.

Corollaire 2: Supposons que H" vérifie la condition (o) et que H' et H" soient
stables par produits. Soient
o= (@, 8,8, s, (@5, 8, 8) e N'( ) (resp. « N'(()), i =1, 2.
Alors il existe o < 8y X 85 et o < 8’ tels que (ug (G, #1), o, 0') soit une sous-
structure de (G, >< G,y 81 X 32, 8') dans (M, ., N'(),.) (resp. dans
(M, .,N'(),.)); de plus on a:

po= (G5, 8D, pivs (15 (G5, 111), 0)) € N' () (resp. < N'( )
(voir théorémes 8, I et 6).

Démonstration: D’aprés le théoréme 16, ona (G; X G5, 8; X 85, §) e N'( ),
et, en vertu du théoréme 6, il existe o' < S et o< s; X s, tels que
(B3 (Gy, 1), 0, 6') ex* (1 H, Op)e; il résulte done du théoréme 17 que I'on a
(us (G5, 111}, 0') € N'()g. ~ Par définition, on a:

(G Dot 13 (G1, 1) € N
La relation:
(81{7 Pit*pit, o) = (81/': p«:’ s; X '92,) : (sll. X 32,’ a, 8- (8, ,6)eH,

olt p; est la projection canonique de p(s; X s;) sur p(s;) et

7' (91> 92) s (f1s F2)) = (91> f1)s (25 f2))

entraine p;1e N'( ).
Remarque: Soit (C-, s) une catégorie H( )-structurée. Si ¢ < s et si p(s)
»

est une sous-catégorie C- de C-, alors (C*, s} est une catégorie H( )-structurée
(voir théoréme 13, II, [2]). Par contre I’énoncé analogue pour les graphes
multiplicatifs fortement structurés n’est plus valable car la démonstration du
théoréme 13, II [2] repose sur le fait que s’ est un p-noyau, ce qui n’est plus
vrai dans un graphe multiplicatif.

Théoréme 18: Supposons H' stable par produits. Soit (G",s,8) e N'( ).
Soit o une relation d’équivalence bicompatible sur G+ et g la surjection canonique
de Gsur Glp. Siona: (8',0%¢,8) e H'(M?®, p) ~ H*(M*, p) et si la relution
slo -P—¢ s entraine sjo 2'< s et (sfo,@,8) e H", alors (G-Jo,sle,s’) est un graphe
multiplicatif (p, )-structuré, qui est une structure guotient de (G, s, s') dans
(M, ,N'(),.).

19 CMH vol. 33

4199



276 CHARLES EERESMANN

Démonstration: D’apres le théoréme 14, il existe s/p ¢ H, tel que sfp ¢ s
et (GJo, sjo, ') e N'(p),. En vertu du cor. prop. 15, on a aussi
([G"/e], sfe) € G( o -

Enfin les relations: §' 2¢ s, (sfo, ¢ #(G"), ) € H" et g x(G) = x(G]o) (5%¢)
entrainent (sfe, ®(G"o), s') ¢ H'. Donc (G-Jo, sje, 8') e N'( )q.-

4. Quelques applieations

Nous reprenons les conventions de la fin du ne 3. En particulier, (M, p, H,.)

A

est une catégorie d’homomorphismes & produits finis, résolvante & droite et
saturée au-dessus de M. H’ et H” désignent deux sous-catégories de H con-
tenant H, et on suppose que H’ vérifie la condition (o).

A. Graphes multiplicatifs fortement structurés induits

Supposons que H" soit identique & H et que H’ soit une sous-catégorie de H
stable par produits dans H.

Théordme 19: Soient (G, 8) e N'( o € (So, Po» So) € H, 0 $o< s et
p(8,) = Gy. Alors il existe un graphe multiplicatif fortement structuré induit
(W (G"),0) e N'(1 ) tel que o< s X (59 X 8,) et

= (6, 9), 9, 05(6). ) e N' (), =m e,
Py désignant la projection (f, (W', w)) —f de G X (p(s4) X p(8,)) sur & (voir
ne 4, I). De plus, si o< o et p(oy) = yi (G")g, on a:
j = (So> [Yo, 8171, a4 € Hys avec [Wo’ 6} (u) = (1/"0(71)3 (u, u)) .

Démonstration: D’aprés le théoréme 13, I1, [2], £ = ((p(30) X P(S0))*» 5 X 50)

est une catégorie H(H,, H)-structurée, o | désigne la loi de composition

entre couples: W, u') L, u) = (', u),

et Py X o= (((p(s0) X P(Se))*s S0 X So)» Yo X o 2') € /\7'( ) -
Comme ((p(so) X p(so))*, [B,a], G") e N' et (so X 8o, [B,x],8)e H, on a
[,0] = (((P(s0) X P(so))*, 0 X 86), [B,], (G, 8)) « N'( ), en vertu dela pro-
position 16. Puisque y; (G*) = (¥, X Po)* (&, [8,«]), il résulte du corollaire 2
du théoréme 17 qu'il existe o< s X (5, X 8p) tel que (ys(G),0) e N'()q
et ¥e IV’( ). — De plus on a:

(89 X 8¢, 8,80) = (8¢ X 8¢, [t,1],80) e H, A0l (s X (8¢ X o), [0, 61, 80) € H,
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et par suite (o, [%, 8], 8o) € H, car [y,, 8] (p(3,)) < ¢ (G;). Les relations:
7= (80, D1 P2r 8 X (80 X 89)) - (8 X (8¢ X 8¢),¢,00) e H,
olt p, (resp. p}) est la projection de p(s X (8, X 8,)) sur p(s, X 8,) (resp. de
P (8, X 8,) sur p(sy),
(%05 [wo, 01, 8o) -j = 0y et 7+ (0o, [We, 8], 8p) = 8,
entrainent: .
jeH,.

Corollaire: 8¢ de plus (G-, s) est une catégorie H( )-structurée. alors
(WE (@), 0) -est aussi une catégorie H( )-structurée.

Soit 17( ) le foncteur de IV’( ) vers H défini par:
@ = ((G'v 8)? 2] (a? E)) - (80’ Po> EO) s

@, désignant toujours la restriction de ¢ & Gj.

Théoréme 20: Pour que ¥ = ((G*, s), v, (G s)) € N'( ) soit une (H, U NE
injection, il faut et il suffit que Uon ait:

Y=V, o0 ¥=((6,9), 0 (¥5(G). 0)) et ¥ eN(),.

Démonstration: Reprenons les notations du théoréme 19 et montrons que

¥ est une (H, U( ))-injection. Soit:
D = ((G",8), @, (G,5) e N'( )

tel que 5( )(q)) = (807 ‘Pm go) - (SO’E():GO) * (0‘0, (Pé, go) > 'Oﬁ (00: %;, g‘;\) € H-
Puisque @, = pop; et que (G, p,yi(G")) estune (M, U)-injection d’aprés
le théoréme 9, I, on a:

(G, 9, 6G)= (6,9, vt (@) - E@&), ¢, G,

¢’ désignant application [, [p (j) @4 B, p(j) ¢4 &1, ¢'est-a-dire ¢'(f) = (¢(f), (¢',¢))
tel que:

(¥o(e), (e, 0)) = @o(x(H) et (pole), (¢, €)) = g (B()
pour tout fe G. Les relations:
5 (G0r ¥, 89) (3, %, 5) € H ot = (0o, 74> 8) (50 f, 5) e H
entrainent:
h = (5 X 30, [PG) 95 B, ) 94 51,5) = [0, () 94 8, 5) » (B0, D ()95 &, 5) e H.
Par ailleurs, on a: ~
(8 X (89 X 89),9',8) = [(s, 9, 8), kFle H.
Comme o' (@) < yr(G") et a< 8 X (5, X &), il en résulte (o,¢',3)eH.
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Done &' = ((vi (&), 0), ¢', (é‘,%’)) eN'() et ¥ est une (M, U( ))-injec-
tion; il en est de méme de ¥'= ¥ - ¥, si ¥ e N'(),. ~ On voit que la
condition de I'énoncé est aussi nécessaire, par une démonstration analogue

a la deuxiéme partie de la démonstration du théoréme 9, I.

Corollaire: Soit ¥ = (G, s), v, (G-,3) e N'( ); alors ¥ admet la dé-
composition canonique ¥ =¥ -V, o

F= (69,9, @5(E), 0) . ¥ = (6, 0), ¥, (&, 3)
et v () = (w(f), @B, vo(*()))) pour tout feG.

B. Catégorie structurée quotient

Dans tous les théorémes suivants nous supposons que C* est une cutégorie
et o une relation d’éguivalence sur C, telle que C* admette une catégorie guotient
strict par p; les applications source et but dans la catégorie quotient C-fo
seront notées « et B . Soit ¢ * o (resp. g,) la relation d’équivalence induite par
la relation d’équivalence produit o X g sur C- * C* (resp. par g sur C;). Nous
supposons que (C, ) est une catégorie H-structurée et nous posons s’ < s X s,
p)y=CxC. Si:

e*xQ — (5/75*5’ sl) e H*(M*, p},
ol g(f)=fmodg pour tout feC et gxe(g, /) = (elg),e(f)), alors il
existe sfo-P-<s et (C'fo,8/0,8) est une catégorie faiblement p-structurée
quotient de (C', s, s’) dans (M, ., N'(p),.), d’aprés le théoréme 14; de
plus (s/o)o 2-< 8, et par suite il existe sofp, —< 8,. Dans ce cas nous poserons
e = (s/e,e,3) et oo = ((s/0)0,Qo; S0)-

Remarque: Pour que C'*C* soit saturé pour ¢ X p, ilfaut et il suffit que o,
soit la relation identique. Généralement les auteurs se bornent & ce cas parti-
culier (mais important dans des applications) pour définir une catégorie quotient.

Théoréme 21: Supposons g *g €« H*(M?*, p). Si les relations: (3',1,8) e H
et p(3') = p@E) entratnent § =3, alors (C'lo, so) est une catégorie H-
structurée quotient de (C, s) dans (M, ., H, .) (1L, [3]).

Démonstration: On a (C'/e, sfo, §') e N'(p),. Le couple:

((sle, ® p1, sle X sle}, (sle, B s sle X s/e))

ol p, sont les projections canoniques de C*/o *C*/p sur C'/p, admet un p-noyau
3’ tel que p(s’) = C-Jp *xC'Jo. Les conditions:

(sle X slo, @ X @,8 X s)eH, et (gxg)(C*C)=(Ce)*(Clo)
entrainent (3',g%0,s)e H. Comme s —<s', il en résulte (5',1,8)eH,
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d’olt 3 =5 <sfp X slo, et (C'Jo,s/e) e N'(p)e. On en déduit que (C'Jo,s/o)
est une catégorie H-structurée quotient de (C-, s) dans (M, ., H,.), car la
sous-catégorie H de N’ (p) formée des foncteurs H-structurés [2] est pleine
dans I\T(p).

Corollaire: Soit (C', Ct) une catégorie double [2]. St (C- x C*)* admet une
calégorie quotient (resp. quotient strict) par ¢ x g, alors il existe une catégorie
double (CJo, (Clo)t) (resp. (C'o, CL/0)) quotient de (C-, C*) par ¢.

Démonstration: Rappelons qu’une catégorie double est une catégorie
F-gtructurée (C-,s), ot s =C* ¢ F,. Comme les relations (S,:¢,8)eF et
p(8) = p(8’) entrainent S = 8§’ (proposition 9, IT [2]), il résulte du théoréme
21 qu'il existe une catégorie (CJo)t quotient de CL telle que (C'/g, (Clo)*)
soit une catégorie double. — Supposons de plus que (C' * C*)- admette une
catégorie quotient strict (C' *C-)/o*¢. La bijection canoniquede (C**C)/o*p
sur (CJo)*(CJo) définit sur (C'/p) % (C*/e) une loi de composition | telle que
(CJo* C'Jo)* soit aussi une catégorie quotient strict de (C- * C*)*. Si §_]_?
est défini dans (Cfo)t, le composé (3, (7)) L (f, x(f) est défini dans
(C/e xC[o)*, puisque l'on a:

((Cfe = Clo)*, vz, (Cle)*) < F.

Par suite il existe (g, ') eC *xC- et (f, h)eC xC- tels que le composé
(9. ') L (f, k) soit défini dans (C' % C')* et que:

xe @ )= (3, 5@), €2, by =, 5() -

Comme ¢ (9) = 7, 0 (f) =‘f~ et que ¢ | f est défini, ¢ définit (C/o)* comme
catégorie quotient strict de C+, en vertu de la proposition 23, I, c¢’est-a-dire
ona (Clo)* = C+fo.

Corollaire 2: Soit (C-, s) une catégorie topologique [3]. Supposons C-x C*
saturé pour o X g (resp. supposons la relation d’équivalence g fermée et la topo-
logie s séparée). Si 8 X sfp X p est homéomorphe & sfo X sfp (par exemple si
la relation d’équivalence o est ouverte) alors (C'fo, slo) est une catégorie topo-
logique quotient de (C, s).

Démonstration: Rappelons qu'une catégorie topologique (C', s) est une
catégorie f—structurée, o (M,9, f, .) est la catégorie d’homomorphismes
formée des applications continues; done s est une topologie sur C et s’ est la
topologie induite par s X s sur C* *C*. Comme s’ admet une topologie quo-
tient &'fo*po, on a gxge To(M?, 0) et (C:lo, slo, &) e N'(6), o &' est la
topologie sur (C-fg)  (C*/p) homéomorphe & s'jo*p. Soit §' la topologie
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induite par sfp X sfo sur (C-/o) » (C*Jo). Puisque s’ est un 6-noyau, 6(s') est
fermé dans s X s, si s est séparée. Si la relation d’équivalence ¢ est fermée
et si s est séparée (resp. si C* = C* est saturé pour p X g), et si sfp X 8fp est
homéomorphe & s X sfo X g, alors §'/o * p, et par suite §', est homéomorphe
4§ . Ilenrésulte s’ =3' < /e X slg; donc (C*Jo, s/o) est une catégorie topo-
logique.

Théordme 22: Soit (C-, s) une catégorie ordonnée. Si on @ g * g € 0" et si les
relations E cC,, ecCy, ¢ €C;, e<E,e'<E et e~e' mod g entrainent e=e',
alors on a g« Q" et (C/o, slo) est une catégorie ordonnée. Si de plus (C-, s) est
une catégorie f)(!j’ R ﬁ”)—strucmrée, il en est de méme de (C'/g, sfo).

Démonstration: Rappelons [1] qu'une catégorie ordonnée (C°, s) est une
catégorie _Q(.O’ )structuree donc s est la classe C munie d’une relation
d’ordre, notée <. D’aprés la proposition 28, I, px g ¢ Q" est une w-surjection;
par suite (C/p, s/o, ") est un graphe multiplicatif w-structuré. La deuxiéme con-
dition du théoréme signifie que 'on a g, ¢0!; on en déduit: g, X éos.ﬂz c Q.
Les relations:
= (@0 X @0) - (80 X 50, [B.a], ) ¢ 2 et o () = (¢, % &) [B,] = (B, 2]7
assurent que o est une w’-surjection d’aprés la proposition 27, I. Donc
((s/e)e X (s/0)o, [/§ «], slo) € .{3’, en vertu du corollaire de la proposition 15,
et (C /o, sle,s’) est un graphe multlphcatlf (w, o, .Q) structuré. — Montrons:
o€ 2. En effet, soient feC et ]" < g(f) dans sfg. Comme (s', y3, 8fo) < .O
on trouve, dans s’

(7', A < (@h. =@ = @) (. x() -
L’hypothése g*p e Q" assure Pexistence de (F, ) < (},x(f)) dans s tel
que 3(f)=f et g(h) =x(f). On a:
froh=2(C) (k) <x(C)(f, (D)) ={
et, puisque (C'fo,2,C)eF:
elf' - by =e(f')- e(h) =
d'out ge Q' — Montrons que s’ est identique & la structure d’ordre §' induite

par 8/9 X s/g sur C'jo*xC-Jo. En effet, on a (3',,8") Q. Supposons

(g, f)<(g ]‘) dans (C-jo*C/p,38'), Cest-a-dire g' < g et f’<f dans s/p.
Comme C'/p est une catégorie quotient strict de C-, il existe (g,f)eC % C*

tel que () =g et o(f)=/. Puisque pef’, il existe g'<g tel que
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p(g') = g' etil existe f' < f tel que p(f) = f7; on a:

x(g') < x(g) = B, BU) < B eb g(x(g)) = x(g') = B(f) =e(BY) -
En utilisant la condition g, ¢ £, on en déduit «(g') = B(f'). (C', s) étant
une catégorie ordonnée, on a (g', f') < (g, f) dans &', d’olr

(5', f,) :5* a(glaf,)<5 * 6(9’ f) = (6’ b
dans &', car gxge 2. Ceci démontre la relation (s',:,3') e 2; par suite
s =3"<slo X s/g et (C /g sfo) est une catégorie ordonnée. — Supposons de
plus (C-,8) e N'(w, Q’ Q”) De ge!)” et de la proposition 28, I, il résulte
slo "< s; la proposition 2, I, entraine alors (s/0,%(C/e), §) @ (s,%(C), 8,
donc (C-/o, s/p) est une catégorie Q (.Q’, Q”) structurée.

Théoréme 23: Soit (C-, s) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-
tive, resp. inductive). Si on a pxg e I"P° (resp. e I"%, resp.el") e pye 2,
alors (C:Jo, sfp) est une catégorie sous-préinductive (resp. sous-inductive, resp.
inductive) quotient de (C-, 8) par g.

Démonstration: Soit (C:, s) une catégorie sous-préinductive, c¢’est-a-dire
(voir [1]) une catégorie /?s(/'Ps, [P%)-structurée. D’aprés le corollaire de la
proposition 29, I, o x ¢ € /"7° est une w? *-surjection et il résulte du théoréme 14
que (C:fpo,s/o,s’) est un graphe multiplicatif o? *-structuré. D’aprés la démons-

tration du théoréme 22, o ¢ o , d’oll s/p £<s. Le couple
((sle, «py, sle X slo), (sle, B Pas /e X s/o))

ou p, désigne la ¢-iéme projection canonique de Cfp X Cfg sur Clp, admet un
WP ‘-noyau s et on a (s ,t,8) € 75, Par ailleurs les conditions g, ¢ /7* et

Qo€ @' entrainant O¢ € .Q (voir [3] et {1]), (C'/e, s/o) est une catégorie or-
donnée en vertu du théoréme 22. Les relations:

5’5 sle X slo et (slo X sfo,t,8)elPs
entrainent (3',¢,3') e 2, dott & = §’<ss/g X 8fo. Donc (C'le, s/g) est
une catégorie sous-préinductive. Le cas :Z(;us-inductif (resp. inductif) se dé-
montre d’une maniére analogue.
Corollaire: Soit (C',s) un groupoide sous-préinductif (resp. sous—indu(ifif, resp.

inductif) [3]. Si on @ o*g e 15 (resp. e 1”4, resp. 1"} et po ¢ 2, alors
(Clo,slp) est un groupoide sous-préinductif (resp. sous-inductif, resp. inductif).

Démonstration: Rappelons [2] qu’'un groupoide sous-préinductif est un
groupoide [Pe(/Ps, |"Ps ~ ['P3)-gtructuré. Supposons g*g € /"?% et gy ¢ 2.
D’aprés les théorémes 22 et 23, (C' /o, s/o) est une catégorie sous-préinductive
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et une categome 0 (.Q’ .Q”) -structurée. En vertu de la proposition 2, I, on a
(sle, 7, 8lp) € .Qy, ol 7(f) = f— pour tout fsC/Q D’aprés la démonstration
du théoréme 22, 0on a p ¢ Q'. Des relations:
e (s,C), &) e 2 et @x(C) = %(Co) (2 * 0)

et de la proposition 27, I, il résulte que o *p est une w’-surjection. Par suite
ona (sfe, 2(Cfe), 8') < (s, %(C"), &)
°t (slo, #(C:fe), §) € I'P* ~ I°,
ce qui démontre le corollaire dans le cas sous-préinductif. La démonstration
est analogue dans le cas sous-inductif (resp. induectif).

Remarque: Le théoréme p. 57 [3] est un cas particulier du dernier corollaire.

Dans les deux théorémes suivants, nous supposons que C' = C* est saturée
pour @ X g.

Théoréme 24: Soit (C*, s) une catégorie ordonnée; o est compatible avec s
st, et seulement si, p * o est compatible avec s'. Si p est compatible avec s, ¢l existe
une catégorie ordonnée (C:lo, slo) quotient de (C-, s) par g.

Démonstration: Supposons g * ¢ compatibleavec s'; alors g * g est une w-sur-
jection d’aprés la proposition 27, 1, il existe sfo-2<s et (C'fo, s/o,8 )e N' ().
Supposons f < f dans s/g; on a:

(7.5 < (, () dans &
et il existe (f, ) eC +xC et (f,h)eC xC- tels que
Gre (L)Y =, %) exalf, By = (F, #(N); (LB < (f, b).

Comme (C', s) est une catégorie ordonnée, on a §' < s X ¢, d'olt

f<f.e)y=1f e o(f)=1
done ¢ est compatible avec s. — Supposons inversement g compatible avec s;
soit ' la structure d’ordre induite par sfp X sf¢ sur C-/o * C'/o. La condition
(9, &'y < (g, k) dans s’ entraine:

oxelg, k) =(elg), e®W) <e=xelg, k)
dans s'. Supposons (f', ') < (f, k) dans s'; il existe (f,Hh)eC «xC* et
(f,h)eC xC tels que:
oxo(f, )= (f, ) et pxo(f,h)=(f,h),

car C'Jo est une catégorie quotient strict de C-. Il existe aussi f; <f, et

) .
TS TS AN b B o] et B~
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Puisque C- * C- est saturée pour g X ¢, on en déduit
(f{! h;) < (fl) hl) da’ns S('

Par suite ¢ * ¢ est compatible sur s’ et, d’aprés la proposition 27, I, on a
§ 2 ¢s'. Nlenrésulte (Cfo, /o, 8) e N'(w); de plus (C'Jo,s/e) est une caté-
gorie é—structurée, car §'< sfp X sfo. Comme pg,e¢ !5’, un raisonnement
analogue & celui du théoréme 22 prouve

((s/e)e X (sl)o» [B, 51, slo) € &,

de sorte que (C-/o, s/o) est une catégorie ordonnée.

Théoréme 25: Soit (C:, s) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-
tive, resp. inductive). o * g vérifie la condition (qP*) (resp. la condition (g°), resp.
(g*)) si, et seulement si, p vérifie la méme condition. Dans ce cas, (C'Jp, slo) est
une catégorie sous-préinductive (resp. sous-inductive, resp. inductive } quotient de
(C, 8) par o.

En effet, la démonstration de la premiére partie est analogue & celle du théo-
réme 24. Si g * g vérifie la condition (¢7*), o * ¢ est compatible sur ¢’ et (C'/o, s/o)
est une catégorie ordonnée d’apres le théoréme 24. La condition (g?¢) entrai-
nant que g x ¢ est une w?*-surjection d’aprés la proposition 29, I, une démons-
tration similaire & celle du théoréme 23 prouve que on a &' < sfo X sfo,

wb®
de sorte que (C-,s) est une catégorie sous-préinductive. La démonstration
est analogue dans le cas sous-inductif (resp. inductif).
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TEILSTRUKTUREN UND FAKTORSTRUKTUREN
von EHRESMANN, Charles, Paris

Beziiglich eines Funktors p von einer Kategorie #/ nach eine Kategorie
C definiert man die Begriffe Teilstruktur und Faktorstruktur eines Objektes S
von f1 ; dabei handelt es sich um eine Verschérfung der Begriffe Teilobjekt und
Faktorobjekt in einer Kategorie. Die Begriffe Produkt und Summe in einer Kate-
gorie lassen sich darauf zurfickfihren.

Viele Sitze bedeuten eine Aussage iber Konstruktion oder Eigenschaften
einer Teilstruktur oder Faktorstruktur : z.B. Definition einer Kategorie durch
Erzeugende und Relationen, Vervollstindigung eines geordneten Gruppoids, per-
fekte Frganzung einer Kategorie.

Scharfere Resultate erhalt man, wenn /H eine Kategorie von Homomor-
phismen zu einer Gattung von Strukturen iiber der Kategorie € ist («Gattungen
von lokalen Strukturen«, Jfahresb. DMV, 1957). Indem man die Kategorien als
eine Gattung von Strukturen {iber der Kategorie der Mengenabbildungen betrachtet,
erhalt man auf diese Weise den korrekten Begriff Faktorkategorie.

Die Theorie der Kategorien lasst sich bereichern, indem die Kategorien
mit zusdtzlichen Strukturen versehen werden und dann die Teilstrukturen und
Faktorstrukturen der strukturierten Kategorien untersucht werden. Besondere
Fille: Mehrfache Kategorien, die zur Theorie der natiirlichen Transformationen
der Funktoren fithren; induktive Kategorien, die eine Theorie der lokalen Struk-

turen ergeben ; topologische und differenzierbare Kategorien,worauf die Differen-

tialgeometrie aufgebaut ist.
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Structures Quasi-Quotient

CHARLES EHRESMANN

Introduction

Soit p un foncteur d’'une catégorie H ' vers une catégorie pleine d’applica-
tions .# ; soit s une unité de H ' et soit r une relation d’équivalence sur p(s).
Dans [1] et [2] nous avons défini et étudié la notion de p-structure quotient
de s par r; en particulier dans [2] nous avons cherché les catégories p-struc-
turées quotient d’'une catégorie p-structurée par une relation. Mais nous
avons vu quil faut imposer des conditions assez strictes sur p, sur s et sur r
pour pouvoir assurer Pexistence d’une p-structure quotient de s par r. Nous
allons ic1 généraliser la notion de p-structure quotient en celle de p-structure
quasi-quotientetnous’appliquerons pour construireles catégories p-structurées
quotient d’une catégorie p-structurée donnée. Le présent travail est donc la
suite de [2].

Dans le n° 1, la notion de (H', p)-structure quasi-quotient de s par r,
ou H' est une sous-catégorie pleine de H ', est définie par 'intermédiaire des
quasi-surjections associées a un foncteur. Supposons qu’il existe une p-struc-
ture quasi-quotient " de s par r; alors il existe une application fdans piy') de
la classe quotient p(s)/r. Pour qu’il existe une p-structure quoticnt de s par r,
il faut et il suffit que f soit une bijection. Par suite la classe. 7., f détermine la
premiére obstruction 4 a I'existence d’une p-structure quotient § de s par »,
Pexistence de § étant équivalente a la relation: 4 C.#,.

Quelques critéres d’existence de (H, H )-projecteurs, ou H ' est une sous-
catégorie pleine de H ', sont donnés au n° 2. Nous les utilisons dans les théore-
mes 1-2 et 2—2 pour montrer que, sous des conditions assez générales, il
existe des p-quasi-surjections et des p-structures quasi-quotient. Les théorémes
3-2 et 4-2 sont des théorémes d’existence de limites inductives.

A partir du n°3, nous abordons le probléeme de la détermination des
structures quasi-quotient d’un graphe multiplicatif p-structuré. Soit C’ un
graphe multiplicatif, [C'] son graphe sous-jacent et ({C'l s) un graphe p-
structuré [2]; soit r une relation d’équivalence sur C. A I'aide des résultats du
n° 2, nous obtenons un théoréme d’existence (th. 1-3) d’une catégorie p-structu-
rée, d’'un groupoide p-structuré et d’'un demi-groupe p-structuré quasi-quotient
de (C, s) par r. Il en résulte en particulier qu'un graphe multiplicatif p-structuré
admet une projection dans les catégories et les groupoides p-structurés.

Dans les n°4 et 5, nous précisons le théoréme d’existence lorsque p est
r—-étalant (exemples: foncteur projection vers .# de la catégorie des applica-
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294 CH. EHRESMANN:

tions continues entre espaces topologiques ou des applications ordonnées)
ou dénombrablement r-engendrant pour .# (exemples: foncteur projection
vers ./ de la catégorie des foncteurs, des néofoncteurs, des applications sous-
préinductives, ...).

Si p est le foncteur identique de .#, la catégorie et le groupoide quasi-
quotient de C’ par r sont des catégories quotient respectivement de la catégorie
libre L[C']" des chemins du graphe [C’] et de la catégorie libre L[G], ou
[G] est un graphe «symétrisé» de [C’]. Le demi-groupe quasi-quotient de C~
par r est un quotient du monoide libre M(C)  associé & C par une relation
r.(C)ur. Nous cherchons a étendre ces résultats au cas ou p est quelconque.
Nous montrons que la construction des catégories et groupoides p-structurés
quasi-quotient de (C, s) par r se raméne respectivement a celle des catégories
p-structurées quasi-quotient de ([C’],s) (th. 1-6) et a celle des catégories
p-structurées quasi-quotient de ([Cl,s), ou ([C],s) est un p-symétrisé de

([CT.5).

Si H' est a sommes dénombrables, les demi-groupes p-structurés quasi-
quotient de (C,s) sont (th. 3-6 et 4-6) les demi-groupes p-structurés
quasi-quotient de (M <), 3 s") par r,(C')ur, ou N est 'ensemble des entiers

neN
positifs. Mais il n’existe pas en principe de structure canonique faisant de

L[C’]" une catégorie p-structurée. C’est pourquoi nous sommes conduits a
définir les quasi-catégories et quasi-catégories p-structurées. Les théorémes
suivants font I'objet du n°7: Toute quasi-catégorie admet pour projection
une catégorie. Si [C] est un graphe, il admet pour projection une quasi-caté-
gorie, a savoir la quasi-catégorie libre L([C]) de tous les chemins de [C], dont
la catégorie libre L[C]" des chemins «propres» de [C] est une catégorie pro-
jection. Si H' est une catégorie a sommes dénombrables, il existe une quasi-
catégorie p-structurée (ﬁ([C D, §). Les catégories p-structurées quasi-quotient
de (C’,s) par r sont alors les catégories p-structurées quasi-quotient de
(E([C D, ) par HC)yur, ot HC) est la relation d’équivalence engendrée par
la classe 4 des couples (g, f).g.f), ot (g, f)eC »C". Si ([Cl,s) est un p-
symétrisé de ([C], s), les groupoides p-structurés quasi-quotient de (C', s)
par r sont les groupoides p-structurés quasi-quotient par une relation 7,(C)ur
de L([C)), §).

Partant de ces résultats, nous décrivons plus précisément (n° 8) les struc-
tures quasi-quotient de (C, 5) dans le cas ol p est — -étalant ou dénombrable-
ment r-engendrant pour .#. Comme application, nous prouvons que le
théoréme d’existence d’une catégorie € quotient d’une catégorie C° par une
sous-catégorie G~ se transpose au cas des catégories p-structurées quotient
d’une catégorie p-structurée (C', s) par une sous-catégorie p-structurée (G, s,).
Pour cela nous utilisons le fait que les catégories p-structurées quotient de
(C, s) par (G, s,) sont les catégories p-structurées quotient de (C, s) par la
relation d’équivalence rg engendrée par la classe des couples (g, a(g)) tels que
geG.
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Certains résultats de ce mémoire ont été résumés dans trois Notes a "’Aca-
démie des Sciences [0]. Les références contenant un numéro de chapitre ou
d’appendice sont relatives au livre [1], dont nous reprenons la terminologie
et les notations (qui figurent dans les deux index de [1]). Les énoncés de [2}
et de [3] auxquels nous renvoyons sont toujours ceux des parties II de [2]
ou de [3].

) Plan
. Univers
. Quasi-surjections
. Existence de structures quasi-quotient
Catégories structurées quasi-quotient et projections
Cas des foncteurs — -étalants
Foncteurs dénombrablement engendrants pour .4
. Construction de catégories structurées quasi-quotient
. Quast-catégories p-structurées

. Applications
1b11051aph1c

WP NN R WO

0. Univers
Rappelons qu’une catégorie pleine d’applications .# est définie [!] comme

suit: Soit .#, une classe de classes vérifiant la condition:

1. SiMe #yetsiMCM,onaMellg;siMe et M e ¥, laclassc
produit M x M, appartient a .#,.

La catégorie .# est obtenue en identifiant .#, a la classe des unités de lu
catégorie formée de toutes les applications d’une classe appartenant a .#, dans
une autre, i.e. .# a pour ¢éléments les classes M € .#, et les applications

=M f,M),ouMely, M e et f+(M, 1. M) (=ap. identique de M).

Nous dirons que .#, est un univers! si .# , est une classe de classes vérifiant
la condition 1 et side plus elle admet pour éléments un ensemble infini ainsi que

2. avec une classe M la classe (M) de ses parties;

3. avec une famille (M)),., de classes M;, ou I e .#,, la classe réunion.
Il en résulte que la catégoric .# est une catégorie a .# ,-produits.

Supposons que .# soit une categorie pleine d'applications telle que . A
soit un univers et que .#,C. %0, My E. %0, ol .#, est un univers. Pour tout

=M fLM)e . #, onaj (f(M), F,M)e A, ou

A=P(M) x Q(M' x M) x P(M)e 4,

et
fePM)x Ax P(M)e . H,.

Il s’ensuit N
M. #.Me #y et MHeH,.

Soit .# la saturante de .# dans M (i.e. la sous-catégorie pleine de A ayant

pour unités les classes M telles qu’il existe une bijection de M sur un élément

M de .4 ). Alors on voit facilement que .# , est aussi un univers. Les conditions :
Medly et (M, f. M)ye ./

! Ce}te définition est un peu différente de celle de Grothendieck (voir {12]) car nous ne sup-
posons pas vérifié 'axiome: Si x e M et si M €.#, alors x€ .#,,-

21 Math. Aun. 171
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ont pour conséquence M/r, € .#,, en désignant par r, la relation d’équivalence
associée a I'application f. Comme la bijection

xmodr,— f(x), ou xeM,

appartient 4 ./, on trouve: f(M)e ./#,.

Rappelons les conventions suivantes de [1] que nous utiliserons sans
cesse: Si C’ est un graphe multiplicatif, nous désignons par Cj la classe de ses
unités, par o et f§ ses applications source et but, par C" = C’ la classe des cou-
ples composables, par x sa loi de composition. Si de plus C’ et C” sont deux
sous-classes de C, nous notons [[(C"; C’, C") la classe des quadruplets

(k1. ky, k5, k) tels que kijeC, kieC”, si i=1,2,

i

et que Pon ait k7.k, =k} k7.

1. Quasi-surjections
Surjections et projections

Soit p= (K, p, H') un foncteur et soit K’ une sous-classe de K telle que
p(Hy) CK".
Soit [1(K", p) la classe des quadruplets (k, 7, f, h) tels que

heH et (k[ f,pMel(K ;K,K).

Soit (K, p) la catégorie obtenue en munissant [](K’, p) de la loi de composi-
tion:

((kla flla f17 hl)a (k’ f/, fS h))‘}(kl'k’ flls f> hl‘h)

si, et seulement si, f, = f" et (hy, h)e H = H {ainsi § (K, p) est isomorphe a la
catégorie produit fibré (K, «",H K’)Vp}). L'application

h—(p(h), p B(h), p a(h), h)

définit un isomorphisme de H ™ sur la sous-catégorie pleine de H(K', p) ayant
pour unités les quadruplets (e, ¢, ¢, s), ou s€ H et e = p(s). Nous identifions H'
a cette sous-catégorie pleine. La classe Hy. [J(K', p) est formée des quadruplets
(k,e, f,h)e K x K x K' x H tels que e= f(k) et k.f = p(h); st f est un épimor-
phisme, cet €élément est déterminé par la donnée du couple (f, h).

Soit H'" une sous-catégorie pleine de H' et soit p'=(K', p1, H"). Pour sim-
plifier les notations, dans ce n® nous posons M =H(K/, p).

Définition 1. On dira que j€ H est une (K', p, H')-quasi-surjection s’il existe
un (H', M')-projecteur (k, e, f, j). Une (K, p, H')- (resp. (K, p, H)-) quasi-surjection
est appelée une (p, H')- (resp. une p-) quasi-surjection. Si (e, e, p(j), j) définit une
(K', p, H")- (resp. une (K, p, H')-) quasi-surjection, on dit que j est une (K', p, H')-
(resp. une (p, H')-) surjection.

Pour que k=(k, e, f,j)e M soit un (H', M )-projecteur, il faut et il suffit
que, pour tout (k', ¢, f, h) e Hy. M tel que l'on ait a(h) = a(j), il existe un et un
seul ge H' tel que h=g.j et k' =p(g).k. Pour que je H soit une (K’, p, H')-
surjection, il faut et il suffit que 'on ait p(j)e K’ et que, pour tout he Hy. H. a(j)
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tel que p(h) =Kk’ p(j), ott k'eK, il existe un et un seul ge H' vérifiant g.j=nh
et p(g) =k
Exemples. La notion de (K’, p, H)-surjection est identique a celle de
(K’, p)-surjection (chap. III). Pour que j e H soit un (H', H )-projecteur, il faut
etil suffit que (p()), e, €', j) soit un (H', M )-projecteur, ou e’ = a(p(j)) et e = B(p(j)).
Par dualité on définit de méme les notions de (K’, p, H')-quasi-injections et
de (K, p, H')-injections.

12

Fig. |

Si j est une (K, p, H')-quasi-surjection, et si K'CK” et H" C H’, ol H" g3t
une sous-catégorie pleine de H ', alors j est une (K", p, H")-quasi-surjection .
si fi(jye H".

Proposition 1. Soit j=(k, e, f, j) un (H', M )-projecteur. Pour qu'il existe une
(p, H')-surjection j' telle que x(i") = o(j) et p(j") = f, il faut (resp. faut et il suffit
si p, est un foncteur & hypermorphismes saturé) que k soit inversible dans K
dans ce cas, B(j') est isomorphe a B(j) dans H'"

Démonstration. Soit j' une telle (p, H')-surjection. Comme j' = (¢', ¢, p{j’). j}
et j sont deux (H’, M )-projecteurs de méme source, il existe (prop. 20, chap. 111}
unetunseul g € H) telque g.j =J, C’est-a-dire g.j = jet p(g) = k. Ainsik € K. -
Inversement, si ke K, et si p, est un foncteur d’hypermorphismes saturc,

il existe un et un seul ge B().H, tel que p(g)=k. Il s’ensuit que g '.j

=(e, ¢, f,g '.j) est un (H', M )-projecteur. Ceci signifie que g~ '.j est une
(p, H')-surjection ayant les propriétés voulues.

Proposition 2. Soit j=(k, e, f,j) un (H', M )-projecteur et j =(k'. e, f'. j) e
e Hy. M. Sil existe h=(k", f', f, a(j)) e M tel que f' € RyK)etj.h=], alors ]
est un (H', M )-projecteur.

Démonstration. D’aprés la proposition 17, chap. III, il suffit? de montrer
que 'on a he R, (Hy.M, M'). En effet, supposons

hy=(k, e, fi.h)e Hy. M et h . h=h,h.

Fig. 2
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On a k,.f;=p(h;) et, comme

Ei' EZ (ki7 €; fi’ hl) (k”’ f/’ fa a(’)) = (kz k”, eia f? hl) ’
on trouve
ey=ey, fr=fr=f" et h=h,.
Il s’ensuit
ky.f'=plh)=ph)=k,.f", dou k;=k,,
car f' est un épimorphisme. Par suite h; = h,.

Corollaire 1. Si j est une (K', p, H')-quasi-surjection et si p(j) est un épi-
morphisme de K, alors j est une (p, H')-surjection.

En effet, il existe un (H',M )-projecteur j=(k, e, f,j)et on a

h=(k p(), £, () et (e, e p(i)j).h=],
de sorte que le corollaire est conséquence de la proposition 2.

Corollaire 2. Soit j=(k, e, f, )eHy. M. Sij est un (H', M’)-projecteur et si
J€K,, alors j est un (H', H)-projecteur; si j est un (H', H')-projecteur et si
fe€RUK"), j est un (H', M )-projecteur. _

Démonstration. j est un (H', H')-projecteur si, et seulement si, j' = (p(j), e, ¢’ j)
est un (H', M )-projecteur. — Si j est un (H', M )-projecteur, j° est un (H', M)-
projecteur en vertu de la proposition 2, lorsque fe K, car

Jh=j, ou h=(f"1¢, f a().

Si j’est un (H', M ')-projecteur et si fe R,(K"), on trouve
jR=], ou K=(ffe,a())eM,
donc jest un (H', M )-projecteur d’apres la proposition 2.

Théoréme 1. Soit j=1(k, e, f, j) un (H', M')-projecteur. Si j e H.a(j) est une
(p, H')-surjection, et il existe ge K' tel que g.p(j')= f, il existe un (H', M)
projecteur (k, e, g, j") tel que j".j =]j.

Démonstration. On a

k.g.p()=k.f=p())

Fig. 3

et, j étant une (p, H')-surjection, il existe un et un seul j” € H' tel que
JJ=j et p(j)=k.g.
On en déduit
=k egjYeM, h=( g, f.j)eM et j.h=j.
En vertudela proposition 17, chap. I11, il suffit* de montrer que ke Ry/(Hy. M, M ).

2 La deuxiéme partie de la proposition 17, chap. I1], peut évidemment étre généralisée comme
suit: Sij est un (C, K')-projecteur, si f €R,(Cy. K, K') et si j=j'. f, alors j’ est un (C, K')-projecteur.
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En effet, soient
hi=(k;,e" g, h)e Hy.M telsque h,.h=h,.h.
On trouve k, =k, et hy.j'=h,.j, dot

plh)=k,.g=p(h,).

Ces égalités entrainent h, = h,, car j' est une (p, H')-surjection.

Remarque. Le théoréme 1, chap. I1l, est un cas particulier du théoréme 1.

Proposition 3. Soit j =(k, e, f,j) un (H', M )-projecteur, ou fe R K").
Si j est une (K', p, H')-surjection, les relations he Hy.H.a(j) et k;.p(j)=p(k),
oui=1,2, entrainent ky =k, ; de plus je R,(Hy,.H, H’).

Démonstration. Posons j=(e, e, p(j),j). On a h;=(k, e, p(j),hye Hy. M,
de sorte qu’il existe un et un seul ije H' tel que h}.j=h,, Cest-a-dire

hi.j=h et plh)=k,.

Des relations
ki.piy=k; k. f et [eR K,

on déduit

ky k=k, k et B =(k. ke fihye H. M.
Il s'ensuit qu’il existe un et un seul h"e H tel que k.7 =h", ie.

hW.j=h et ph"Vk=k. k.
Orona h,.j=h, dou:
hi=h" et ky=p(h})=ph")=k,.

Sig,.j=g¢,.j,oug,eHy. H,ona

plg1).p() =plg2).p(), dou plg:)=p(g2)

d’apres le début de la démonstration, et, j étant une (K', p, H')-surjection, ¢, =g¢,.

Structures quotient

Soit C une classe; la relation identique sur C (i.e. la relation (C, 4., C),
ol 4 est la diagonale de C x C) est notée i(C). Soitr =(C, 4, C)etr'=(C,4',C")
deux relations; nous posons

rur=(CuC,AuvA, CuC)

et, st ACA' et C= (', nous disons que r est contenue dans r’, ou que rCr'.
Si r est une relation d’équivalence sur C, 'application x - x mod rde C sur la
classe quotient C/r est notée 7. Soit k=(C’, k, C} une application; la relation
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d’équivalence associée a k est notée r, et A(k) désigne I'application de C/r, dans
C’ définie par la bijection

Ak)y:x mod r,—k(x), ou xeC.

On a k = A(k).F,, et A(k) est une bijection si, et seulement si, k est une surjection.
Si r=(C, 4, C) est une relation, nous écrirons

k(r)=(C’, (k x k) (4), C');

k est compatible avec (', r) si, et seulement si, k(r) Cr’'; en particulier k est
compatible avec r si, et seulement si, k(r) Ci(C’). St k' =(C", k', C’) est une autre
application, I'égalité k'(k(r)) = k". k(r) montre que k' est compatible avec k(r) si,
et seulement si, k". k est compatible avec r.

Soit .# une catégorie pleine d’applications telle que C/re . #, pour tout
C e #, et toute relation d’équivalence r sur C. Soit .4 la classe des surjections
canoniques 7e .# telles que r=+i(C) et soit #%= #""U.#, Nous désignons
par y la surjection de .#% sur x(.#°) telle que .

yF=r si Fed?, yC)=iC), si Ce.#,.
Soit p=(.#, p, H') un foncteur. Si he H et C = p(a(h)), nous posons

ph)=(p(BM), b, C), ry=r,um, A)=Alp(h)), h(x)=h(x)
si x e C; sir est une relation sur C, soit h{r)=p(h) (r); si p(h) est compatible
avec r, on dira parfois que s est compatible avec r.
Soit p* la classe des triplets (r', h, ) tels que he H, que r soit une relation
d’équivalence sur p(a{h)) et r’ une relation d’équivalence sur p(f(h)), 'applica-
tion p(h) étant compatible avec (', r). Lapplication

k£ L= b (), ou (k[ f,el(4%p),
est une bijection 7 de [J(.#9, p) sur p*. Soit p la catégorie image de H(.#9, p)
par 7.Un élément (i(C'), b, r), ol C'=p(f(h)), sera identifi¢ au couple (h,r)
et un élément (r, s, r), ol s € Hy, au couple (s, 7) (ces identifications sont possibles
car (i(C), s, ¥)e p* et s€ Hy entraine r=1i(C)). Nous identifions H™ a la sous-
catégorie pleine de p* formée des éléments (h, i(C)), ou C = p(a(h)).

Soit H'" une sous-catégorie pleine de H'. Posons M =H (4, p) et
p=(d,pLHY).

Proposition 4. Sij=(k, e, f, j) est un (H', M )-projecteur et si p(j) est une sur-
jection, (j, r;) est un (H', p*)-projecteur. Si (j, r) est un (H', p)-projecteur, (j, r;) est
un (H', p*)-projecteur ; si de plus j est une (p, H')-surjection, p(j) est une surjection.

Démonstration. Soit je Hy. H. Pour que (j, ;) soit un (H’, p)-projecteur,
il faut et il suffit que (A(j), e, 7}, j) soit un (H', M )-projecteur, puisque p* est
isomorphe a une sous-catégorie pleine de M. — Soit j=(k, e, £, j) un (H', M )-
projecteur tel que p(j) soit une surjection. On a

F=QGheF,j)e Ho. M, M) e M, k=G Lk, f al))eM

et j.h=j. Comme ;& R,(#), la proposition 2 affirme que j est un (H', M’)-
projecteur. — Inversement soit (j, ) un (H’, p*)-projecteur ; d’apres la proposi-
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tion 2, 7 = (A(j), e, 7;,J) est aussi un (H;M’)-projecteur, car il existe k' tel que
k.F=F;etona

J kL7 a()) =k e F, j).
Posons p(j)=(C’,j, C) et soit a’€j(C). Supposons qu’il existe ae C' —j(C).
L’application f de C’ dans C’ telle que

flay)=a et flx)=x si x=+a,

Fig. 5

vérifie f.p(j) = p(j). Si de plus j est une (p, H')-surjection, en utilisant la pro-
position 3 on trouve f = C, ce qui est impossible. Donc p(j) est une surjection.

Soit se H et soit r unc relation sur p(s); soit 7 la relation d’équivalence
engendrée par r.

Définition 2. On dira ¢ue s admet s’ pour (H', p)-structure quasi-quotient par
r s’il existe un (H', p*)-projecteur (j, 7) tel que s=ualj) et s = p(j); dans ce cus.
r; est appelée relation d’équivalence (H', p)-compatible engendrée par r sur s

Side plus p(j)="F, (resp. =F), on dit que 5" est une (H', p)-structure quotient
faible (resp. quotient) de s par r.

Une (H, p)-structure quasi-quotient (resp. quotient faible) de s par » est
appelée une p-structure quasi-quotient (resp. quotient faible) de s par r et la
relation (H, p)-compatible engendrée par r est dite relation p-compatible
engendrée par r sur s.

Exemples. Les notions de (H, p)-structure quotient de s par r et de p-structure
quotient de s par r (chap. III) sont identiques. Pour que s’ soit une (H', H')-
projection de s, il faut et il suffit que s" soit une {H', p)-structure quasi-quotient
de s par i(p(s)).

Proposition 5. Si s admet s’ pour p-structure quasi-quotient par r, il existe
une (H', p)-structure quasi-quotient § de s par r si, et seulement si, s admet §
pour (H', H )-projection. Si s' est une (H', p)-structure quotient faible de s par
r, alors s’ est une (H', p)-structure quotient de s par la relation (H', p)-compatible
r; engendrée par r sur s.

En effet, comme s’ est une (H, p*)-projection de (s, 7), il existe une (H’, p*)-
projection § de (s, 7) si, et seulement si, s’ admet § pour (H', H )-projection
d’apres le théoréme 7, chap. IIL. — Soit (j, #) un (H', p")-projecteur. D’aprés la
proposition 4, (j,r;) est un (H', p*)-projecteur; si s'= f(j) est une (H’, p)-structure
quotient faible de s par r, on a p(j) =F; et il résulte du corollaire 1 de la pro-
position 2 que j est une (p, H')-surjection.
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Proposition 6. Soit (j, r) un (H', p*)-projecteur et s = a(j); soit k Uapplication
telle que p(j)=k.7. Pour qu'il existe une (H', p)-structure quotient s’ de s par
r, il faut (resp. il faut et il suffit si p), est un foncteur d’hypermorphismes saturé)
que k soit une bijection; s’ est alors isomorphe a f(j) dans H'"".

En effet, cette proposition est un cas particulier de la proposition 1.

Application a étude des catégories quotient

Soit .#, un univers; soit .# la catégorie pleine d’applications associée.
Soient p ., p, et ps respectivement les foncteurs projections canoniques vers
A de la catégorie 4" des homomorphismes entre classes multiplicatives, de la
catégorie 4" des néofoncteurs et de la catégorie # des foncteurs. Soit (N, v) le
foncteur (&, .4"')-projection naturalisé construit dans le théoréme 10, chap. I11.

Théoréme 2. Soit p=pg ou p,.. Si F est une p-surjection, p(F) est une sur-
Jection.

Démonstration. Soit F=(C’, F C’) une p,,-surjection (resp. une p-sur-
jection). Soit L™ la catégorie ayant 4 éléments distincts: 3 unités e, ¢’ et ¢”
et un morphisme h de source e’ et de but ¢”. L’application f—e, ou feC,
définit un néofoncteur F’ de C " vers L. Soit m I'application de € dans L telle que:

{m(f):e si feF(C)
m(f)=h si f¢F(C).

On a m.p(F)= p(F'). Comme F est une p ,-surjection (resp. une p z-surjection),
m définit un néofoncteur de C’ vers L'. Or soit f € C — F(C); on a m(f)=h et,
m définissant un néofoncteur,

m(a(f))=alm(f))=¢"
Ceci est impossible puisque e’ ¢ m(C). Donc C = F(C), cest-a-dire F est surjectif.

Corollaire. j est une p ,.-surjection (resp. une pg-surjection) si, et seulement
si, j est une p,.-quasi-surjection (resp. une pg-quasi-surjection) et p(j) une
surjection.

En effet, ce corollaire résulte du théoréme 2 et du corollaire 1 de la pro-
position 2.

Remarque. Si F est une p ,-surjection, alors p(F) peut ne pas étre une sur-
jection, comme le montre 'exemple suivant: Soit C’ une classe multiplicative
et r une relation d’équivalence compatible sur C’; soit (C'/r, 7, C') le p -épi-
morphisme de C~ sur C/r. Soit C la classe multiplicative obtenue en ajoutant
a C/runélément k ¢ C/r, celui-ci n’étant composable avec aucun autre. (C,7C)
est aussi une p ,-surjection.

Théoréme 3. Soient C e A"y et r une relation sur C. Alors C' admet pour
p--Structure quotient faible par r le graphe multiplicatif C'/r quotient de C’
par la relation d’équivalence bicompatible ¥ engendrée par v, de plus C" admet
N(C'/F) pour (%, p_.)-structure quasi-quotient par r (resp. pour (¥, p z)-structure
quasi-quotient par r si C € Fy).

Eneffet, soitjle p ,--épimorphismede C "sur C '/Fetsoit#larelation d’équiva-
lence engendrée par r. On a (j, #) e p}- et (j, 7) est un (A", p',)-projecteur. Si
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(F, /) e p', la relation r, est bicompatible sur C’ et contient r; par suite elle
contient 7, de sorte que (F,7)ep’. et quil existe F'e A" tel que F'.j=F.
Donc (j, #) est un (A", p'-)-projecteur. — Puisque N(C'/r) est une (F, 47)-
projectionde C’, cC’est une (%, p ,)-structure quasi-quotient de C " par r{prop. 5).

Fig. 6

Corollaire. Soient C e %, et r une relation d’équivalence bicompatible sur
C". Siv(C'/r) est surjectif, N(C'/r) est une catégorie quotient de C'. Pour qu’il
existe une catégorie quotient de C" par r, il faut et il suffit que v(C /r} soit une
bijection sur pz(N(C /r)).

En effet, avec les notations précédentes, v(C /r).(j, F) est un (%, p%;)-pro-
jecteur, de sorte que le corollaire résulte des propositions 4 et 6.

En d’autres termes, le théoréme 3 signifie que, si C e A et si r est une rela-
tion sur C, alors r engendre une relation p ,.-compatible sur C’, a savoir la
relation bicompatible engendrée par r sur C’; elle engendre aussi une relation
(4. p)-compatible.

Remarques. 1) Une démonstration analogue au début de la démonstration du
théoréme 3 prouve que, si C" e .4, et sir est une relation sur C, alors C " admet
pour p,-structure quotient faible par r la classe multiplicative C '/, ou
est la relation compatible sur C" engendrée par r.

2) Le corollaire du théoréme 3 contient la proposition 39 et le théoréme 11,
chap. II1.

Soit C ' une catégorie et soit G une sous-catégorie de C'. Soit 4y la classe
des couples (g, «(g)) tels que g € G. La relation d’équivalence sur C engendrée
par la relation (C, Ag, C) est la relation, notée rg, telle que ri =(C, 4, C),
ou A est la classe formée des couples (h, h), ot he C, et des couples (¢, g),
ougeG, g eG et alg) = alg’). Soit 7, la relation d’équivalence bicompatible
sur C" engendrée par r;. Soit G' une autre sous-catégorie de C' et G, = Gy Si
geG etg'¢G,onalg,alg))eA,. et (g, x(g))¢Ae; ainsi r. est different de 7.

Proposition 7. Si G est une sous-catégorie de C', la relation ¥ est la relation
d’équivalence bicompatible sur C’ engendrée par la relation (C, /fG, C):

(W, h)e /IG si, et seulement si, il existe (g, h',h,¢)e[1(C"; C, G).

Démonstration. rg étant la relation d’équivalence engendrée par (C, 4, C),
la relation 7¢ est aussi la relation d’équivalence bicompatible sur C" engendrée
par (C, Ag, C). On a A; C Ag. Soit j le p,-épimorphisme de C° sur C/f.
Sigeg,

(9. a(g)) e Ag, dou j(g)=jla(g)) =a(j(g)) € (C [F)o -
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Si(g, K, h,g)e J(C"; C, G), on en déduit
Jh=jg).jh =jlg"m=jH.g)=jkK).j(g)=jh),
i.e. h~h modr;. Donc(C, ‘/fG, C) C 7, et la relation d’équivalence bicompatible
sur C” engendreée par (C, Ag, C) est identique & 7.
Soient F=(C, F, C’) un foncteur, G° et G* deux sous-catégories de C’ et
de C’ respectivement telles que C;CG et CoCG. On a

(re, F,rg)epy  si, et seulement si, F(G)C G.
L’application
((C7 G)s .E; (Cs G))—}(ré, F? rG)

définit un isomorphisme Y de la catégorie ¥~ (n° 4E, III) sur une sous-catégorie
pleine de p%; contenant .

Théoréme 4. Soit (C', G)e ¥, et soit (j,rg) un (F, p%)-projecteur; alors
(B().j. (C", G)) est un (F, ¥ )-projecteur ; il existe une catégorie quotient de C’
par G’ si, et seulement si, j est surjectif, et dans ce cas C'/G’ est isomorphe d
N(C /Fg).

Démonstration. Puisque Y est un isomorphisme, Y !(j, rg) est un (&, 7)-
projecteur et A(j) estisomorphe a N(C '/r) d’aprés le théoréme 3. —Si F e #. C',
on a

FAC,1,GYeJ, si et seulement si, (F,rg)eph.

Henrésulte que (h, (C', 1, G))est une (p, J 5 )-suite exacte courte si, et seulement
si, (h,rg) est un (%, p%)-projecteur tel que h soit une p-surjection, i.e., en vertu
du théoreme 2, tel que h soit surjectif; dans ce cas, (h, rg) et (j, ) étant deux
(F, piz)-projecteurs, il existe un isomorphisme g tel que ¢g.h1 =], de sorte que j
est aussi surjectif. Par ailleurs, si j est surjectif, (j, (C, 1, G')) est une (pg, J 5)-
suite exacte courte, et par suite f(j)=C /G

Remarque. Le théoréme 4 est équivalent au théoréme 15, chap. Ill. La
démonstration du théoréme 15 est pluslongue, car elle consiste & prouver dans
ce cas les th. 1 et 3.

Définition 3. Soient C' une catégorie et G une sous-catégorie de C'. Une
p-structure quasi-quotient de C' par ry est appelée catégorie quasi-quotient
de C par G

D’aprés le théoréme 3, il existe toujours une catégorie quasi-quotient de C’
par G, a savoir la catégorie N(C /7).

2. Existence de structures quasi-quotient

Conventions. Soit .# une catégorie pleine d’applications; soit .#' la classe
des injections canoniques (M, 1, M'ye .#. Si p est un foncteur de H ' vers .4,
nous désignons par p; la classe des p-monomorphismes, par p; la classe des
(4", p)-injections, par p;, la classe des (#*, p)-noyaux de familles finies. Nous
supposons que .# est une catégorie pleine d’applications contenant .# et nous
notons .# la saturante de .# dans .#, qui est aussi une catégorie pleine d’appli-

cations.
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Noyaux et sous-morphismes engendrés

Soit A" une catégorie, H une sous-catégorie pleine de H' et X" une sous-
catégorie de H' formée de monomorphlsmes de H.

Définition 1. Soient he H et b’ € p(h). H.o(h). On dit que j est un (H, X, H))-
noyau de (h, h') si je X .Hq et si la classe des ke H tels que h.k=h'.k admet j
pour H -maximum. On dit que H' est a (X, H ‘ynoyaux si tout couple (h, '),
ot he H et W e B(h).H.o(h), admet un (H, X, H )-noyau.

jestun (H, X, ﬁ')—noyau de (h, /) si, et seulement si, je X .Hyet h.j=h"j
et si, pour tout k € H tel que h.k = 'k, il existe g € H vérifiant k =j.g. Comme
X est formé de monomorphismes de H', sijest un (H, X, H )-noyau de (h, k'),
la classe des (H, X, H')- -noyaux de (h, h) est la classe j. H, N X.

Propesition 1. Soit P= (M,P,H) un foncteur tel que p={(4, P, H’)
soit résolvant da droite. Si p, CX CP}, alors H' est une catégorie d (X, H')-
noyaux.

Démonstration. Soient he H et h' e f(h). H.a(h). Par hypotheése, le couple
(h, ') admet un (', p)-noyau j, Cest-a-dire (déf. 6, chap. 11I) j est un H -
maximum de la classe des j' € p| tels que h.j =Hh.j et on a p(j)=(p(B(h)), 1, M),
ou M est la classe des x € a(h) vérifiant h(x) = h'(x). Commej € p, ,onaje X CP; .
SikeH etsi h.k="hk, on trouve

hk(y))=h'(k(y)) pour tout yea(k),

Fig. 7

d’ot B(k)C M. Puisque je P, il existe k'€ H tel que
Pk)=(M,k alk)) et k=j.k'

Donc j est un (H, X, H )-noyau de (h, i).

Remarque. La notion de (H, X, H J-noyau de (h, h') précise la notion de
noyau de (h, &) dans H', au sens de [6]. Si p=(#, p, H') est un foncteur qui
n'est pas résolvant a droite, il peut exister des (H, p;, H )-noyaux de (h, /')
qui ne sont pas des (#', p)-noyaux de (h, /'), car la définition de j n’entraine
pas que «(j) soit la classe des x tels que h(x)= h'(x).

Soit P=(K, P, H') un foncteur, H' une sous-catégorie pleine de H et X
une sous-catégorie de (R (K "), P)". Alors X " est formée de monomorphismes
de H' (prop. 1%, chap. I1]).

Définition 2. Soit se HO et soit k"eP(s). R,(K"). On dira que k” engendre un
(X, H)-sous-morphisme j de s si la classe XH(S k") des jes.X.Hy tels que
k" <P(j) admet j pour H -minimum. Si K” est une sous-classe de R JK), on dira
que P est (K", X, H)-engendrant si, pour tout s€ X et pour tout k" e P(s). K”
il existe un (X, H)-sous morphisme de s engendré par k’.
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Sij est un (X, H)-sous-morphisme de s engendré par k", l1a classe des (X, H)-
sous-morphismes de s engendrés par k” est la classe j. H; N X. Pour que j soit
n ((R,(K"), P)", H)-sous-morphisme de s engendré par k”, il faut et il suffit
que j soit un (R,(K"), P, H)-sous-morphisme de s engendré par k" au sens
de [4] et que I'on ait k” <PU) Pour que P soit (K", X, H)-engendrant, il faut et
il suffit que la restriction de P & X;.H. X, soit (K", X, H)-engendrant.

Fig. x

Si k” engendre un (X, H)-sous-morphisme de s, alors k”. f, ou fe K,
engendre aussi un (X, H)-sous-morphisme de s.
Supposons gue Psoit un foncteur de H vers .4 et que I'on ait X C P;.

Définition 3. Si se H|, et si M CP(s), on dit que s" est une (X, H)-sous-
structure de s engendrée par M si(P(s), 1, M) engendre un (X, H)-sous-morphisme
jdeset sis’=a(j). Ondit que P est —-engendrant pour (.#, X, H)(resp. pour .#)
si Poest (K', X, H)- (resp. (K", P;.]_’l(./ﬁ/))-) engendrant, o K” est la sous-
classe de A" formée des injections canoniques (N, 1, N'), ou 9+ N'€e M.

Pour que s soit une (X, H)-sous-structure de s engendrée par M, il faut
et il suffit que la classe X (s, M) des jes. X.H, tels que M C ff(j) admette un
H -minimum fet que Pon ait s’ = a(j). Dans ce cas, s’ est déterminé & un iso-
morphisme de H' prés. Si P est r-engendrant pour (.4, X, H), il est aussi
(K", X. H)-engendrant, en désignant par K" la sous-classe de . v A o formée
des / tels que 2 f) 0.

Proposition 2. Soit P= (.4, P, H) un foncteur d’homomorphismes saturé,

H:EX(JZ), ﬁzf(/[) et X'=XnP,;. Supposons ﬁv’c X. Pour que P soit
r-engendrant pour (M, X, H), il faut et il suffit qu’il soit —-engendrant pour
(.4, X', H). La condition suivante est nécessaire et suffisante pour que P soit
—-engendrant pour M :

Pour tout se fI{,,

1) si Me My et 0= MC P(s), il existe s'15s tel que MC P(s')e .4 ;

2) si A est une classe de P-sous-structures de s et si 0% " P(A) € 4, il existe

7 s tel que P(s')= nP(A), lorsque ACH.

Demonstratlon H - est la saturante de H dans H et on a X, = X'y. Soient
se X, et Me . tel que @4 M C P(s). — Sije Xy(s, M), la surjection j définit
une bijection ; P étant saturé, il existe un et un seul

g()e H,.a(j) tel que P(g(j))=j

et on au(j) € X(s, M), 0uu(j)=j.g() " Sim= (s, jp, ji, K € [(H ; X u(s, M), H),
on a

w(m)= (s, uljy), u(iy), g(iz)-k.gG) ) e 0(H ;s Xa(s, M),H).
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Inversement, si m' = (s, jy, j1, k) € [ (H '3 X 'z(s, M), ﬁ), il existe f;e H(',.H-y'.ac(j:-),
ohi=12¢etona

m'—u'(ml), siomy=(s,75- f2 Wi S L K f Y.
Onen déduit que ] est un élément H -minimal de X (s, M) si, et seulement si,

u(j) est élément H -minimal de X(s, M). — Supposons vérifiées les condi-
tions | et 2. Soit A4 la classe des s’ tels que

Sms, MCP() et seH.

I)

1729/%

Ona A +0etil existe § e H tel que §17set P(§)= nP(A4)D M, car nP(A)e . 4.
ParsuiteSe A;sis'€ A,ona P(§)c P(s’ ), d’ot, en vertu du théoréme 1, chap. 111,
S5 s’ Donc $est la P-sous-structure de s engendrée par M, et P est r—-engendrant
pour .#, en vertu du début de la démonstration. — Réc.proquement, supposons
que P soit r—-engendrant pour .#. Soit A une classe de P-sous-structures de s
telles que A C H et

0+Me.#,, ob M=nP(A).

Nous avons vu que M engendre une P-sous-structure §de set que M C P(5) e ..
Pour tout s’ € A, les relations

’

sSps et MCP(s)
entrainent :
Sps et P(S)C P(s).

Il en résulte P(5)C M, d’ou M = P($), et les conditions de la proposition sont
remplies.

Corollaire. Soit P un foncteur d’homomorphismes saturé. P est r—-engendrant
pour M si, et seulement si, pour tout s H0 et tout M e .4, tel que © + M C P(s),
il existe une P-sous-structure s’ de s engendrée par M telle que P(s) e 4.

En effet, ceci équivaut a la premiére affirmation de la proposition 2, lorsque
X =P7 (et par suite X'=P; ).

Soient F et A" les catégories des foncteurs et néofoncteurs associées
a .4 ; solent Py et P,. leurs foncteurs projections canoniques vers . Nous
désignons par/ la sous-catégorie pleine de # ayant pour unités les groupoides,
par P, la restriction de P; a ,fg.

Proposntlon 3.5idyet M, sont des univers, P,., P, et P, sont r—-engendrants
pour M .
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Démonstration. Sois:nt _
CeNy et Me.#y telsque 0+MCC.

On a, « et § désignant les applications source et but dans C:
wMye d, et B(M)e.d,, dou M=MuaM)UBM)e . ,,

car ., est un univers. Comme le sous- -graphe multiplicatif de C’ engendré
par M est la sous-classe multiplicative M de C, il appartient & la saturante
A de A" dans 4. Ceci prouve, d’aprés la proposition 2, que P, est -
engendrant pour .#. — Supposons de plus C'e %, ; soit L[M ]  la catégorie
libre des chemins du graphe [M ] sous-jacent a M~ (on identifiera M a une

sous-classe de L[M ]). La classe Y M" ol N est ensemble des entiers >0,
neN

appartient & .#,, de méme que sa sous- -classe L[M. La sous catégorie C " de
C’ engendrée par M étant 'image de L[M '] par l'application

ff et (fu oS )= fu- oo fy de L[M']dans C,

elle appartient aussia .#. Donc P est r-engendrant pour .#. —Soit C e (,?:g)o
et soit 1 la bijection f— f ! de C sur C. Le sous-groupoide C- de C ' engendré
par M est la sous-catégorie de C’ engendrée par la classe M=MUIM)
Comme M € .4, on a, d’aprés ce qui précéde, C e .Z. Ainsi P, est r-engendrant
pour .#.

Soit P= (.4, P, H) un foncteur.

Définition 4. On dira que P est r—-étalant (resp. faiblement —-étalant) si,
pour tout s€ H, et pour toute sous-classe non vide M de P(s) (resp. M telle que
(P(s). 1. M)e P(s.H)), il existe une P-sous-structure s’ de s vérifiant P(s')=M.

Dire que P est r-étalant signifie que ((/% 0 C) P, (H;), 7)) est un étalement
[5]. Si P est r-étalant et si de plus il est fidele, il est résolvant a droite. Si P
est un foncteur d’homomorphismes saturé et r—-&talant, il est —-engendrant
pour .#, d’aprés le corollaire de la proposition 2.

Exemples. Le foncteur p - et le foncteur p, (resp. p,) projection canonique
de la catégorie 7 des applications continues (resp. 2 des applications or-
données) sont —-étalants. Les foncteurs p - et ps sont faiblement r—-étalants.

Existence de projections

Définition 5. Soient H' une catégorie, H' et H' deux sous-catégories pleines
de H' telles que H C H. On dit que j est un (H H, H')-projecteur, ou que S(j) est une
(H, H, H )-projection de e=uafj), si jeHy. H et si, pour tout he Hy.H e,
il existe un et un seul W' € H tel que h="W N2

Cette définition signifie que j est un (H H ;)-projecteur, ou H est la sous-
catégorie de H engendrée par {]}uH VH,.H. ﬁ(/)uHO H.a(j). En particulier
j est un (H, H, H))- -projecteur si, et seulement si, c’est un (H, H ‘)-projecteur.

Soient H " une catégorie et H _une sous-catégorie pleine de H'.Nous supposons
qu’il existe un objet final a de H' appartenant @ H (on peut se ramener a ce cas
en ajoutant & H™ et 3 H' un objet final, i.e. un 0-produit, a). Nous désignons
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par e une unité de H', par I,1a classe Hy.H.e; comme il existe hea.H.e, la
classe I, n’est pas vide. Dans les 3 propositions suivantes, nous supposons que
(li(g))gE 1, admet un produit naturalisé ((p,),c;,,S) dans H' et nous posons
= [glser,- Soit H' une sous-catégorie pleine de H telle que HcCH.
Proposition 4. S’il existe he Ry(H, . H H)etje H H o tel que g=j.h, alors
h est un (H, H, H )-projecteur.

En effet, sigel,, onag=p,.g=(p,.j).h, ou p,.je H.

Fig. 17

Remarque. La proposition 4 admet pour cas particulier la prop. 2, app. I
(voir aussi [11]).

Pour simplifier, nous nous limitons dans la suite aux théorémes d’existence
pour les (H, H)- projecteurs, le cas de (H, H, H))- prolecteurs en résultant.

Soit X " une sous- categorle de Rg(H ). Rappelons que, si e H, on dit que
h admet j pour (X . H, JH, H)- 1mage sijeX.H,,s’il existe heH tel queh=j. het
si les conditions j’ eX H,eth = j.k entrainent j <] (déf. 30, chap. I11).

Proposition 5. Soit X "une sous-catégorie de Rg(H ) telle que H™ soit a (X, H)-
noyaux. Si § admet une (X . H;, H', H)-image j, alors a(j) est une (H, H )-projection
de e.

s

(R

Fig. 11

Démonstration. 1l existe he H;,. H tel que §=j.h. D’aprés la proposition 4,
il suffit de montrer que I'on a h e R,(H, H'). En effet, , supposons f.h= f". h, ol

JeH, f'eH et B(f)=B(f'). 1l existe un (H, X, H)-noyau j de (f, f); par
définition d’un noyau, il existe &’ € H tel que h=j.h'. Il Sensuit

JiW=jh=§.
Comme je X et que X est une catégorie, on a ] je X.H,. Par suite il existe
ke H tel que j=j.j.k. Puisque j est un monomorphisme de H', on en déduit

a()=j.k et, Jj étant un monomorphisme de H',on aje H, L’egahtc fi=f"j
entraine donc f = f’. Ainsi h est un (H, H')- prOJecteur
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Corollaire. Soit q= (.4, 4 H) un foncteur tel que p= (.4, q1, H') soit résol-
vant a droite. Si X " est une sous-catégorie de q; telle que p,, C X et si M = ()
engendre une (X, H)-sous-structure ¢’ de S, alors e’ est une (H, H)-projection de e.

En effet, d’aprés la proposition 1, H' est une catégorie a (X, H )-noyaux.
Soit j un (X, H)-sous-morphisme de S engendré par M ; on a (g) C B(j), de sorte
qu il existe he H tel que jg=j.h,carjegq; ;de plus les conditions j € X . HO et
J 1" = g entrainent B(§)C B(j"), et par suite j §j Ainsi j est une (X.Hg, H', H)-
image de g, et le corollaire résulte de la proposmon 5.

Proposition 6. Soit g=(K" _q, H) un foncteur (K", X, H)-engendrant, ot K"
est une sous-clusse de R(K'), et X' une sous-catégorie de (R(K),q) . Si
g(S.X.Hy)C K", si H est a (X, H)- -noyaux, si S€ X et si q(g) admet une
(K", K", K)-image, alors e admet une (H, H )-projection.

N7

Fig. 12

Démonstration. Soit k" une (K", K, K)-image de g(g) et soit g(§) =k".k, ou
ke K. Par hypothése, k" engendre un (X, H)-sous-morphisme j de S, de sorte
qu'il existe k, € K tel que k" =q(j).k,. On a

q(@)=k".k=q().ky.k
et, X étant formé de g-injections, il existe he H vérifiant j.h=g. Par ailleurs
siona j.h'=getjeX.Hy onaq().qh)=q(g), avec q(j) € K". 1l s'ensuit
k" < q(j), et par consequent j §j DOI’)C] estune (X.H;, H, H)-i image de g. En
vertu de la proposition 5, h est donc un (H, H )-projecteur. )

Corollaire. Soit g = (.4, g, H') un foncteur tel que p= (4%, qi, H') soit résol-
vant a droite. Soit X ' une sous-catégorie de q; telle que p, C X. Si .4, est un
univers, si q est r—-engendrant pour (.#, X, H) et si q(e) € .#, alors e admet une
(H, H)-projection, lorsque Se X.

En effet, on a M = (g J) e, pulsque M o est un univers, de sorte que g(J)
admet (¢(S), 1, M) pour (4. .4, 4, 4 )-image. Comme H "est 4 (X, H )-noyaux,
d’apres la proposition 1, le corollaire se déduit de la proposition 6.

Proposition 7. Soit q-—(ﬂ g, H') un foncteur, H ' une sous-catégorie pleine
de H et P=(A, q1 H") un foncteur d’homomorphismes saturé et —-étalant.

Supposons que M, soit un univers et que H = B( ). Sigle)e 4, si P, C q,
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et si S H, il existe une (H, H')-projection ¢ de e telle que q(¢') soit une classe
quotient de q(e). )
Démonstration. Montrons que I'on a p| C P],oup=(#,q1, H'). Eneffet, soit

Jep., PG)=s et a()=s.
P étant —-étalant, il existe j tel que
jes.PT et P()=p()e.u .
On a oc(f)eH, car H= i_’i(jl). Il sensuit jep, et, daprés le corollaire du
th.1*, chap. 111, on a j=j. On en déduit je P, et p, C P, .
il existe une P-sous-structure s’ de S vérifiant P(s)=M = f(§). Or gle)e .4,

entraine M’ e .#,, o M’ =q(e)/r;. Soit f la bijection A(g)~' de M sur M".
I existe

feﬁy'.s' tel que P(f)=f,
d’ou ¢’ =p(f)e H. Comme ¢’ est une (P} , H)-sous-structure de S engendrée
par M et que p est résolvant a droite, car P est résolvant a droite, ¢’ est une
(H, H)-projection de e, ’apres le corollaire, prop. 5, et elle a la propriété voulue.

Existence de structures quasi-quotient

Soit P=(K', P, I:I') un foncteur, H et H deux sous-catégories de H telles
que HCH.H.H CH et que H admette un objet final ac H, ot H™ est pleine.
Soient K’ et K” des parties de K vérifiant les conditions suivantes:

1. KoCK'CRYK) et K"C R, (K);

2. Tout ke P(H.H;) admet une (K", K, K)-image ;

3Si k" f, f,kheJK, ou k”eRg(K) ke K, il existe ge K tel que
k.g=f"

La condition 3 entraine k”.g.k'= f'.k'=k".f, dou g. k' =f.

Théoréme 1. Soit P=(K, P, H) un foncteur tel que les conditions précédentes
soient vérifiées, que H soit une catégorie @ P(H)-produits et que P soit compatible
avec les #(H ):prodults Soit X" une sous-catégorie de (R,(K"), P)" stable par
produitsdans H',et P(X . Hy) C K". SiH esta(X, H )-noyaux et si P est (K", X, H)-
engendrant, pour tout se H, et tout k'e K'.P(s), il existe une (P, H)-quasi-
surjection j vérifiant a(j)=s et P(j)= f.k".

Démonstration. Soit H'la catégorie [J(K’, P) construite au n° 1. Soit I H
et s; eﬁo pour tout iel. Alors (s;),c; admet un produit naturalisé ((p,);c;, S)
dans H et (P(ppics, P(S)) est un produit naturalisé dans K .

— Montrons que § est aussi un produit de (s;);.; dans H'. En effet, soient
ecH,,

m;=(k,, P(s), k', h)e H.e, ou p(h)=s; pour tout iel.
Il existe un et un seul h € H et un et un seul k € X tels que
pi-h=h;, et P(p).k=k, pour tout iel.
Pour tout i e I, on trouve
P(p).k.k'=k;.k' = P(h)=P(p).P(h),

22 Math. Ann. 171

227

i+



3+

312 CH. EHRESMANN:

d’olt k. k' = P(h), et par suite m = (k, P(S), k', h) € H. Il s’ensuit que m est P'unique
élément de H tel que m; = p;. m, ce qui démontre Paffirmation énoncée.

— Soit g le foncteur de H ' vers K~ défini par (k, k', k', h)>P(h). — Montrons
que 'ona (R,(K"), P)” C(R,(K"), q)" . En effet, soient: j € (R, (K '), P)

m=(f,x, k', hepG).H, qm=q().k et keK.
On a f(h) = B(j) et P(h) = P(j). k, de sorte qu’il existe un et un seul h’ ¢ H vérifiant
Ph)y=k et h=j.h'.

Puisque K~ vérifie la condition 3 et que I'on a k'€ K’ et P(j)e R (K"), il existe
/'€ K pour lequel f = P(j). f'. On en déduit

fk'=P(), Ccest-a-dire m'=(f,x,k,h)eH, ou x'=p(f).
De plus
m=(f,x, kK, h)=j.(f,x, k. h)=j.m" et q(m)=PH)=k

Par conséquent je (R (K. q), et g est (K", X, H)-engendrant.
-—Montrons que H est a(X,H )-noyaux. Eneffet, soient he H et h'e f(h). H.a(h).
1l existe un (H, X, H }-noyau j de (h, k). Si

m={(f,x,k, NeH etsi hom=h.m,

on a h.li=1n"h Par suite il existe ge H tel que h=j.g, ce qui signifie g(m)
=q(j).q(g); d'aprés ce qui précede j est une (K”, g)-injection, de sorte qu'il
existe m'e H tel que m =j.m'. Ceci prouve quejestun (H, X, H')-noyau de (h, ).
A~801entseH etk'e K'.P(s). Onae=(x", k", K, s)e H. La classe H,, H. e=1,
isomorphe a I’ C H, est non vide, car H a un objet final ae H, et ([f(g))gde
admet un produit S dans H' qui, d’aprés le début de la démonstration, est un
produit dans H'. Ainsi S € X, les conditions de la proposition 6 sont vérifiées
et cette proposition affirme qu’il existe un (H, H )-projecteur (f, x,k,j) de
source e. Donc j est une (P, H)-quasi-surjection vérifiant les conditions indi-
quées.

Dans la fin de ce n° 2, nous supposons que ./, et . W, sont des univers et que
Pon a Mye.#,. 11 existe une application .- prodult canonique dans .4,
notée 7, telle que, si I +0, on ait

ﬁ(( l)le[ (P )lEI, n M

iel
ou
p;((x)ier)=x; pour tout jel,
et

#(V)=(V. {0}),

ol ¥ est la famille vide { );.o et o0 {0} est Pensemble réduit au seul élément 0
(on a {0} e .#, car .#, est un univers et que {0} = Z2(0), ol O €.4#,,).
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Soit P =(.#, P, H’) un foncteur. Rappelons que P est t-compatible si toute
famille (e,);;, ot I € M, et e;€ H,, admet un produit naturalisé ((p,);.;, S) dans
p (1 e. tel que (P(p )lé[’ ( )) A( (e ))lel)

Dans ce cas H admet en particulier un objet final a tel que P(a) = {0}, que
nous appellerons un objet P-final de H'.

Théoréme 2. Soit P= (.4, P, H") un foncteur fi-compatible, ou :I_’l(//{) e M 0
et H' une sous-catégorie pleine de H' telle que P(H)C .# et a€ H. oil a est un
objet P-finalde H'. Soit X " une sous-catégorie de PT stable par produits dans H .
Supposons p résolvant d droite et p,, C X, oup= (M,PL,H). Sise PI(J/ Jo, Si T
est une relation sur P(s) et si P est r-engendrant pour (M, X, H), il existe une
(H, P)-structure quasi-quotient de s par r.

Démonstration. Montrons que les conditions du théoréme 1 sont vérifies,
enprenant H=HUH.H.sU{s}, K = /et K" = sous-classe de .#". .7, formée
des f tels que a(f)=+0. Comme Hc ﬁ(//l)e%o et que jlo est un univers,
My est a P(H)- -produits; Pétant #-compatible, H est a 2(H)- -produits. D’aprés
la proposition 1, H "est une catégorie 4 (X, H )-noyaux. De plus P est (K", X, H)-
engendrant. Tout f € P (H . Hy) C M . Myadmet(B(f), 1, B(f))pour (K", .4, .#)-
image. Supposons

k' f [ KYe M, kK'edl' et ke
Alors k” est une bijection ; st x e a(f”), il existe y e a(k) tel que k'(y} =x et on a
F'x)=k".f(y), dou xealk” ' f'). Il s’ensuit

=B KT a(fNed et K.g={".

Donc les conditions du théoréme 1 sont vérifiées et le théoréeme 2 en résulte.
En vertu de la proposition 6, si I,=H,.P".(s,r) et §=[gl,.;,, la structure s
admet pour (H, P)-structure quasi-quotient par r la (X, Hj-sous-structure s’
de S = f(g) engendrée par S(g).

Corollaire. Soit P=(.#,P,H) un foncteur d’homomorphismes saturé,
f-compatible et —-étalant. Soit H=P(#)e M, et p=(4 P, H'). Si se H,
et sir est une relation sur P(s), il existe une p-structure quotient faible s' de s par r.

En effet, avec les notations de la fin de la démonstration précédente, la
proposition 7 affirme que 'on peut choisir s" tel que p(s’) soit une classe quotient
de p(s). En utilisant la proposition 5—1, on voit donc que s est une p-structure
quotient de s.

Exemples. Le théoréme 3—1 est un corollaire du théoréme 1, puisque P, et
P, sont r-engendrants pour .# d’aprés la proposition 3. Comme p,, est
r—-étalant, toute classe ordonnée (M, <), ou M € .#,, admet une p,-structure
quotient faible par toute relation r, en vertu du corollaire du théoréme 1 (mais
non en général une p,-structure quotient par r).

Existence de limites inductives

Théoréme 3. Soit p= (K, p, H') un foncteur fidéle et g un foncteur de I' vers
H'. Supposons que (g(i));.r, admette une somme s dans H' et que (p(g(i)))ier,
admette une somme dans K'. Si K~ est une catégorie d sommes fibrées finies, si
22%
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B (R,(K ), p) est une catégorie ¢ H-projections et si p. g admet une limite inductive
x, il existe une p-quasi-surjection j telle que B(j) soit une limite inductive de g et

que a(j)=s.

Démonstration. Soit L(H)  la catégorie longitudinale %(H ', I')? des trans-
formations naturelles entre foncteurs de I” vers H'; nous identifions L{H),
a la classe des foncteurs de I vers H et H' a une sous-catégorie (pleine si I’
est connexe seulement) de L(H) (voir fin appendice I). Définissons de méme
L(K)". Posons s;= g(i), pour tout i€ I;,. Soit (s, ('), ;) une somme naturalisée
de (s;);cs;, dans H' et (e, (v);;;) une somme naturalisée de (p(s;);.;, dans K.
Comme p(7) € p(s). K, il existe un et un seul ke K tel que

k.v;=p(") pourtout iel,.
Soit ¢ un (K, L(K)')-projecteur de source p.g de but x. Les relations

¢y =¢(i)¥, ou ¢()ex.K.p(s), pourtout iel,

entrainent qu’il existe k"€ K vérifiant k'.v; = ¢(i). Il existe par hypothése une
somme fibrée naturalisée V= ((k,, k), (k}, k') dans K. Si

Joko=f"ky et B(f)=p(S).
on a, pour tout iel;:
Lk o= f ki K v;=fky kovy=fky.k.v;=f.ki.¢o(),

d’ou f.ki= f".ki. On en déduit f = f’, par définition de V. Donc k; € R/(K").
— Il existe un (H, B(R4(K), p))-projecteur

m={f,x,ky,J) telque a{j)=s.
Posons t(i)=j.7" Soit uei'.l.i; on a ¢(i) = ¢(i'). pg(u) et les relations
p(t(i) = p(). p@) = f.k; . p(@') = f.ky. K v = f.Ky. (i)
= fki.¢().pg) =p(x().g(w) .
a(t(i)) =o(t(i).gw) et P(x(i) = B(z(i).g(w)

ont pour conséquence t(i)=1(i').g(u), car p est fidele. Ceci montre que
I'application
u—(B(), (i), (i), g(w), ou wuel,

définit une transformation naturelle @ € L(H) de source g, de but f(j).
— Montrons que @ est un (H, L(H))-projecteur. En effet, soit ¥ € s'. L(H).g,

seH, et ¥Y()=o()f pourtout iel,.

Onafp. ¥ ep(s). L(K).(p.g), desorte qu'il existe un et un seul k” € K tel que
k”. ¢(i)= p(c(i)). Etant donné que a(i)€ s'.H.s, il existe un et un seul
he H vérifiant h.t'=o0(i) pour tout iely.

On trouve, pour tout iel,:
p(h).k.v;=p(h).p@)=p(o(i)) =k".¢()) =k".K'.v;
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on en déduit p(h).k=k".k'. Puisque V est une somme fibrée naturalisée dans
K, il existe un et un seul f'e K tel que

plhy=f"k, et k"=f".k},
C’est-a-dire on a

m =(f,x" ky, e J(Ry(K),p), ol x"=p(s) et a(m)=am).

Or, m étant un (H, B(R(K), p))-projecteur, il en résulte qu'il existe ' € H tel
que K'.m=m’, ce qui signifie

W.j=h et ph).f=f".
Par suite &’ est 'unique €lément de H tel que
W.t()y=Hh.j.i'=h.t'=0c(i) et W.d=Y¥.

Ceci montre que f3(j) est une limite inductive de g.

Corollaire 1.50it p=(4,p, H) un foncteur fidéle, ou .#, est un univers,
et g un foncteur de I' € # vers H'. Si (g(i));c1, admet une somme s dans H' et si
pour toute relation r sur p(s) il existe une p-structure quasi-quotient de s par r,
alors g admet une limite inductive S, qui est une p-structure quasi-quotient de s.

Démonstration. .# , €tant un univers, .# est une catégorie a G '-limites
inductives, pour tout G' € %,. Il s’ensuit que les conditions du théoréme 3 sont
vérifiées et, d’apres ce théoreme, g admet une limite inductive §, qui est construite
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comme suit: Posons s;=g(i) pour tout i€l et soit (s, (');;;) une somme
naturalisée de (s;);.,; dans H'. Soit C la classe somme des (P(5))ier;- 11 existe
un et un seul k e p(s)..#.C tel que

p()=k.v, ol v(y)=(y1i).

Le foncteur p.g admet pour limite inductive la classe quotient de C par la
relation d’équivalence r engendrée par la relation (C, U, C), ou

((y, 1), (v, i) e U si, et seulement si, il existe uei’.I.i tel que y' = g(u) (y).

Désignons par 7 la relation d’équivalence engendrée par k(r). On a:
limg=§, ou§ estune p-structure quasi-quotient de s par #,
dés que s est défini, ainsi que lim g ou §.

Corollaire 2. Sozt P= (,/Z P, H)un foncteur —-engendrant pour M et #- com-
patible. Soit H = P(i#)e My et e Fy. Si H' est une catégorie d {I5}-sommes*
si (M, Pr,H)= p est résolvant a droite et fidéle et si p, C P}, la catégorie H' est a
I'-limites inductives.
=n effet, les conditions du corollaire 1 sont vérifiées, en vertu du th. 2.

Corollaire 3. Soit P= (/% P, H') un foncteur r—-étalant, -compatible et
fidéle. Si H = P(#)e M, sil € F,etsiH estune catégoried {1y} sommes>
tout foncteur g de 1" vers H'™ admet pour limite inductive une p-structure quotlent

. d’'une somme de (g(i));.;, si P est un foncteur d’homomorphismes saturé et

= (4, P1, H).

En effet, les conditions du corollaire 1 sont vérifiées et la limite inductive §
de g est une p-structure quotient faible de s par # (not. cor. 1), d’apres le corollaire
2 du théoreme 2.

Théoréme 4. Soit I € F,. Les catégories F et N sont a I -limites inductives.
Si g est un foncteur de I’ vers #, on a limg= N(limg’), ou §'={(A4", g, 1). Si I’
est une catégorie filtrante (i.e. définissant un ordre filtrant sur 1), P, est com-
patible avec les I -limites inductives.

Démonstration. Etant donné que A C.#, X 4, 0n a NeMy, dou N e,
et F e,/% Comme P et P, sont r—- engendrants pour .4 (prop 3)et #-compa-
tibles, et comme p, et p,~ sont des foncteurs & .#,-sommes, % et A" sont des
catégories & I -limites inductives, d’apres le corollalre 2 du théoréme 3. —
Soit g un foncteur de I vers & et §'= (A", g, I'). Soit K* =limg’. La catégorie
N(K*') est une (&, A#")-projection de K*, et par suite (th. 7, chap. III) une
(F , NN, 1)) projection de §'. Il en résulte N(K')=1limg. — Soit g un
foncteur de I’ vers 4" et reprenons les notations de la fin de la démonstration
du corollaire 1 du théoréme 3, en supposant p = p_, et I filtrante. Choisissons
pour s le graphe multiplicatif C* somme des s;,=C}; on a k= C. La relation

3 Cette condition est inutile, car nous montrerons ailleurs, en utilisant la proposition 6 et la
définition des sommes donnée dans le chapitre IV, que si P est un foncteur —-engendrant pour .4

et fi-compatible tel que p=(.#, P1, H') soit résolvant a droite, alors H' est une catégorie & .# -
sommes. :
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d’équivalence r est simplement définie par:
0, )~ (y,1) si, et seulement si, il existe i"e I tel que
g, H W =90", ().

Il en résulte, g(i”, i) étant un néofoncteur, que r est compatible avec o et f. Si les
composés z 1 (y, i) et 2 L(y, i') sont définis dans C*, on a

Z:(yl’ 1)5 Z/=(y’1= i,)’ (ylsy)E(:;L*C:1i et (yll’y/)eC;L*CtL

Lorsque (y, i) ~(y', i") et z~Z/, il existe """ € I} tel que

g, ) () =g, 7)) et g, )y)=g0", 1) (V1) ;
on en déduit

g, )y, Ly) =g, ) (y) Lg(”, 1) () =g, 1) 'y Ly).

Ceci montre que r est bicompatible sur C*, de sorte que la p-structure quasi-
quotient de C* par r est le graphe multiplicatif C/r (th. 3-1), d’ol

limg=CYr et p,(limg)=C/r=1lim(p.g).

Remarques. 1. Une catégorie a .4 ,-sommes est 4 I -limites inductives si, et
seulement si, elle est & conoyaux [6]. Par conséquent si les hypothéses du théo-
réme 2 ou de son corollaire 1 sont vérifiées, H est a conoyaux (et 4 .# ,-sommes
fibrées). Toutefois une p-quasi-surjection n’est pas nécessairement un conoyau
et réciproquement un conoyau peut ne pas étre une p-quasi-surjection.

2. Le probléme de Pexistence de foncteurs adjoints d’un foncteur donné se
raméne a celui de l'existence de certaines projections (app. I); par suite les
résultats de ce n®2 permettront d’étudier ce probléme. Nos résultats sont de
nature différente de [14] et [7] (qui généralisent ceux de [8]) car nous intro-
duisons X et ne supposons pas que H' soit une catégorie a limites projectives
(condition non vérifiée dans certaines applications que nous avons en vue).
Nous montrerons ailleurs que le théoréme 2 de [7] peut se déduire de la
proposition 5, et par suite aussi le théoréme 3 de [7] et les résultats de [8].

3. La construction d’'une somme fibrée finie dans % donnée dans [9]
revient a construire la catégorie N(K*) associée au graphe multiplicatif somme
fibrée K+

3. Catégories structurées quasi-quotient et projections
Notations

Les notations suivantes seront utilisées dans toute la suite de cet article.
Soit .# une catégorie pleine d’applications telle que .4, soit un univers et ©
Papplication .#,-produit canonique dans .#. Soit p=(.#, p, H') un foncteur
d’homomorphismes n-compatible et résolvant a droite*; soit ¢ 'objet p-final
de H".

4 Si p est résolvant & droite, H' est une catégorie & noyaux. On sait qu'il en résulte, si p est de
plus n-compatible, qu’il est compatible avec les I -limites projectives, pour toute catégorie I € %,.

Inversement, si p est un foncteur ’homomorphismes saturé, alors il est compatible avec les I'-
limites projectives, lorsque I” € %, si, et seulement si, il est 7-compatible et résolvant a droite.
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A'(p) est la catégorie produit fibré p,.Vp, dont les unités sont donc les
couples (C', s), o C e A, se Hj et p(s)=C; I'élément
(C, b, C), hye A (p)
est identifié au triplet (C', b, C).
A'(p) est la sous-catégorie pleine de £ (p) ayant pour unités les couples
(C', 5) e A (p)o tels que ([C ], s) soit un graphe p-structuré (deéf. 3, [2]), Cest-a-dire
tels qu’il existe xes.H.s et fes.H.s vérifiant

p@=(C,2,C) et pB)=(CpO).
Nous désignerons par s, le p-noyau de (x, s); on a donc
So; s et p(sg)=Cy.
Sih=(C",h, C)e A (p), soit hy le p-sous-morphisme de h tel que

hy€ B(h)o. H.a(h), .
4'(p)est lasous-catégorie pleine de #”'(p) ayant pour unitésles (C ', s)e #7(p)o
tels que
(g, f)eC «=C" entraine geC;, ou feC,.

%'(p) est isomorphe a la catégorie %(p) des morphismes entre graphes p-struc-
turés (def. 4 [2]).

A(p) (resp. .7(p)) est la catégorie des morphismes entre classes multipli-
catives p-structurées (resp. multiplicatives fortement p-structurées) (déf. 1 [2]).
Un élément de .47(p), est donc un triplet (C,s,s); si (C, s, 5)e ¥ (p),, on
représentera (C, s, 8') par le couple (C', s) qui le détermine.

A7 (p) est la catégorie des néofoncteurs p-structurés (i. e. des morphismes
entre graphes multiplicatifs p-structurés® dans la terminologie de [2]). Clest
une sous-catégorie (non pleine) de .4'(p). On identifie .4(p) & une sous-
catégorie pleine de .47 (p).

A7(p) est la catégorie des néofoncteurs entre graphes multiplicatifs forte-
ment p-structurés (déf. 7, [2]). Elle est identifiée a une sous-catégorie pleine de
A(p) (th. 11, [2]). On a (C", s)e A(p), si, et seulement si, (C', s) e #"'(p), et
g’il existe une p-sous-structure s*s de sxs et un kK €s.H.s*s tels que
p()=(C,k, C'* C"), ou «k est la loi de composition de C".

Z (p) est la catégorie des foncteurs p-structurés; & (p) est donc la sous-
catégorie pleine de .#(p) ayant pour unités les catégories p-structurées dans
la terminologie de [3], c’est-a-dire les (C', s)e.#"(p), tels que C' soit une
catégorie.

Z {p) est la sous-catégorie pleine de .# (p) ayant pour unités les groupoides
p-structurés, c’est-a-dire les (C', s) e # (p), tels que C’ soit un groupoide et
quil existe ge s. H.s pour lequel g(x)=x"" pour tout xe C.

&'(p) est la sous-catégorie pleine de & (p) ayant pour unités les (C', s}e F (p),
tels que Cy= {x} et que x soit le seul élément idempotent de C". Alors &'(p)
est aussi une sous-catégorie pleine de .4 (p).

SAla défi}lition d’un graphe multiplicatif p-structuré (C , s, 5’} de [2], nous ajoutons I'axiome :
1l existe mes x s. H.s" tel que p(m) €.#"*. Les résultats de [2] sont encore valables dans ce cas.
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S(p) est la sous-catégorie pleine de #,(p) ayant pour unités les groupes
p-structurés.

Zp) Of ') A(p)
S(p) FO)C TSNP

NN S S )
&) Hp) &

Le foncteur projection canonique de 4 (p) (resp. de 47(p)) vers H " est noté p
(resp. noté p); posons
Px=p-P% et Py=p.Fy. :

Si % (p) est une des sous-catégories de #"(p) (resp. de A(p)) définies ci-dessus,
on désigne par pg et pj les foncteurs restriction de p,, et p% (resp. de p, et p* )
a % (p). Par exemple, p, est le foncteur restriction de p,, (resp. de p,) & .Z (p).

Convention. Les symboles %(p) et ¥ (p) représentent I'une des catégorics

H(p), A'(p), Fp), F4p). €(p), Sp)

ou aussi, si p est un foncteur d’homomorphismes saturé, 'une des catégories
A(p), A(p), A(p) ou A(p).

Soit .# une catégorie pleine d’applications telle que (/iZOC.,//Z;O. Nous
supposons que J/ZO est un univers. Soit P = (.#, P, H ') un foncteur d’homomor-
phismes 7-compatible et résolvant a droite. Nous supposons que p est la
restriction de P a la sous-catégorie pleine H de H ' telle que H = 1_’1(,///). La
catégorie % (p) est alors une sous-catégorie pleine de #(P). Soit .# la sous- 19
catégorie pleine et saturée de .# engendrée par .#. On suppose H,e.#,

(et par suite H e .# ).

Da-structures quasi-quotient
Rappelons les résultats suivants:
L. Supposons % (p) C A (p) ou =A(p), e=(C’,s) e U(p), et $r;s. Soit
C=p() et é=(C,53).
Dans chacun des cas suivants, é est une p,-sous-structure de e:
a) Si U(p)= A (p) (resp. =A"(p) ou =./"(p)) et si C" est un sous-graphe
multiplicatif de C’, d’apres le théoréme 9, chap. IV (resp. th. 8 ou th. 13 [2]).
b) Si%(p)= % (p) ou = &'(p)etsi C’ est une sous-catégorie de C (th.14 [3]).
¢} Si%(p)=%,(p)ou =GS(p)etsiC estunsous-groupoidede C(th. 14 [3]).
d) Si %(p) = A (p). B 29
2. Soit %(p)= A(p) ou A (p) (resp. =A"(p)). Si & =(C,s,5)e#U(p)y, si
$ps, §5s, p@=C et p(§)=C+C,
alors € =(C", 5, §) est une pa-sous-structure de e’ (resp. €' si C est un sous-
graphe multiplicatif de C’) (th. 4, resp. 13 [2]).
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Proposition 1. p, est un foncteur d’homomorphismes da produits et résolvant
a droite.

Démonstration. D’aprés le théoréme 12, chap. 1V, p,, est un foncteur d’homo-
morphismes saturé, puisque p .- est saturé; il en résulte (prop. 19, chap. II) que
Px = p. P est un foncteur d’homomorphismes. p,, est un sous-foncteur d’homo-
morphismes de p,, si %(p)C A (p), d'apres le corollaire 1 de la proposition
10 [2] et le théoréme 11 [3]. — Soient

Fi:(G.,hi’C.)EX(p), oun i=1,2.

Le couple (hy, h,) admet un p-noyau $ et p(s) définit un sous-graphe multipli-
catif C" de C’, car p,- est résolvant & droite; par suite (C, §) est un p,-noyau S
de (F,, F,), et p,, est résolvant a droite. Si de plus

FeX'(p) ou %(p) (resp. e%(p), ou %(p)C F(p)),

S est un pg-noyau de (F,, F,), d’apreés le corollaire du théoréme 8, [2] (resp. du
cor. 2 du th. 14 [13]). — Si (C}, s;) € #(p), pour tout ie I et s’il existe C=[[ C;
iel
dans .#, il existe s= [ | s;dans H , car p est n-compatible, et (C, s) est un produit
iel

de (C;,s;) dans %(p), d’aprés le corollaire 3 du théoréme 10, chap. IV si
U (p)= A (p), d’apres le corollaire 2 de la proposition 8 [2] si %(p)= A"'(p) ou
%'(p), et d’apres le théoréme 13 [3] si Z(p)C F(p). — Si p est un foncteur
d’homomorphismes saturé, p, et p (resp. p, et p) sont des foncteurs
d’homomorphismes a produits, en vertu du théoréme 3 (resp. th. 12) [2]. Du
théoréme 4 (resp. du corollaire 1 du th. 17) [2], on déduit qu’ils sont résolvants
a droite.

Proposition 2. Soit P un foncteur d’homomorphismes saturé et r—-étalant ;
P, est —-engendrant pour M.

Démonstration. Soit C’ une classe multiplicative telle que Ce.# et soit

Me#, telque 0MCC.

D’aprés la proposition 3-2, la (%, P,,)-sous-structure C’ (resp. la sous-catégorie,
resp. le sous-groupoide C) de C’ engendrée par M appartient a .Z.
— Supposons
e=(C,S)eU(P)y C A (P).
11 existe
§s telque P@E)=C (resp. =C).

D’aprés les résultats rappelés ci-dessus, é=(C, §) (resp. =(C, )] est la P,
sous-structure de e engendrée par M, si %(p)= A (p), A" (p) ou A" (p) (resp.

=% (p) ou &'(p), resp. =F,(p) ou S(p)). Donc P, est —-engendrant pour .#,
d’aprés la démonstration de la proposition 2—2. — Soit

¢ =(C,ss)e¥UP), ou #UP)=N&(P), A(P) ou N'(P).
11 existe

-~

Ss et §5s telsque PE=C et PE)=CxC".
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Comme & =(C", 5, §) est la ﬁ%-sous-strgcture de ¢’ engendrée par M, comme
nous I'avons vu plus haut, le foncteur P, est —-engendrant pour 4.

Proposition 3. Soit ¥~ (p) une sous-catégorie pleine de %U(p) telle que
¥ (p) C A (p)ou = A (p). Soitj=(C',j, C)e¥ (P);si(C s Js C)e(PA,)Fet]ePr ona
J e(Pq,), ; si P est un foncteur d’homomorphismes saturé faiblement —-étalant et si
je(P, ), onajeP].

Démonstration. Soit q = (M, q, H) I'élargissement maximal de P. Il existe
fe H .a(j) tel que f=j; posons

s=BG), 5=B(f) et C=p(.

3 est une g-sous-structure de s. D’aprés les résultats rappelés plus haut, (C ", 3)
est une gq-sous-structure de (C, s), c’est-a-dire

7=(C.j,C)e(ds),, o j=se3.

=J.(C, £, C)e(Ga)

Puisque H " est une sous- -catégorie pleine de H', la sous-catégorie ¥ (P) de %(q)
est pleine; il sensuit je (P, ) . — Supposons P faiblement —-étalant et soit
(C 5) une PV sous-structure de e=(C',s)e ¥ (P)y; il existe Sps tel que

P(3)= P(9); il en résulte que (C", %) est une P, -sous-structure de ¢, donc §=3:
am51 je (P,/) a pour conséquence je P, . La proposition s’en déduit car
(P, (P Y- ¥ (P),,s1 Pestun foncteur d’ homorphlsmes saturé.

Definltlon 1. Soit X, la classe des P%-monomorphlsmew rels que PE(j) e P .
On dira que P est (M, U)-résolvant si P,, est —-engendrant pour (A, X o, U (D))

SiPestun foncteur d’homomorphismes saturé et si %(p) C # (p) ou = A (p),
pour que P soit (#, %)-résolvant il faut et il suffitS, d’aprés la proposition 2-2,
qu’il vérifie la condition suivante:

Soite = (C", s) € %{P), et soit M € .# tel que © + M C C. Si e, est 1a classe des

(Ci,s)eU(P), telsque MCC, s,7s et Ci@}lC',

il existe (C ", §) e ey, tel que C = NPy ley) € .

En particulier, si P est faiblement r—-¢talant, on a X4 = (P@) (prop. 3-3},
et P est (.#, % )-résolvant si, et seulement si, P est —-engendrant pour 4.

Proposition 4. Soit P un foncteur d homomorphismes saturé. Si P est -
étalant, il est (M, U)-résolvant. Si P est —-engendrant pour M, il est (M, NV )-
résolvant.

Démonstration. Soit % (p) C A (p) ou = 4 (p). Soient

e=(C,s)eU(P), et Me., 0+MCC.
Si P est r-engendrant pour .#, M engendre une (P}, H)-sous-structure § de
s,ona ' ~ o s
’ §ms et MCP(S)e 4,
¢ En réalité, comme X, est stable par produits fibrés dans #(P), il suffit que les conditions
e=(C,s)e@U(P), et O0+MCC, ou Me.#,.
entrainent l'existence d'un (Ci, §,)eU(p), tel que
McCCy, Sips et Cip, C.

Ceci entraine
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si %(p)= .4 (p), le couple (P(5), ) est la P -sous-structure de e engendrée
par M, de sorte que P est (4, A~ )-résolvant. — Supposons que P soit r~-¢étalant
et que % (p) C A (p). Désignons par M~ le sous-graphe multiplicatif (resp. la
sous-catégorie, resp. le sous-groupoide) de C " engendré par M st %(p) > .4 "'(p)
(resp. st #(p)= F (p) ou S'(p), resp. si %(p)=F ,(p) ou &(p)). D’aprés la pro-
position 3-2, on a M € .#. 1l existe §tel que

Sps et P(H=M.

Par suite (M, §) est la P,-sous-structure de e engendrée par M ; ainsi P est
(.#, )-résolvant. — Soit % (p) = .4"(p) ou A" (p),

e=(C,s,s\eU(P), et Me.ll, i=MCC.

Si P est r-étalant, il existe Sy s et §' 7 s tels que
P(§)=M et PE)=M =M,

ol M’ est la P,-sous-structure de C’ engendrée par M. Il sensuit que
(M, 5, §) est la P,-sous-structure de e engendrée par M, et que P est (. #. #}-
résolvant.

Théoremes d existence

Nous supposons dans la fin de ce numéro que A, € M et que V' (p) est une
sous-catégorie pleine de U(p) telle que ¥ (p) C A (p) ou = . (p). Alors #(p)e /f()

Théoréme 1. Supposons que P soit (4, ¥ )-résolvant (resp. que }31, soit -
engendrant et que (P, ), C(P,); C(P,)7 ). Siec¥(p), et sir estune relation sur
pyle). il existe une (¥7(p), py)-structure quasi-quotient de e par r. En particulier
W (p) est une catégorie a ¥ (p)-projections.

Démonstration. Le foncteur 13,,, est 7-compatible et ¥ (p) est une sous-
catégorie stable par produits de #(p) d’aprés la proposition 1. Le couple
(i@} La)e S(p). ol {0} est le groupe ayant pour seul élément l'unité 0, est le
P, -objet final de #'(P). et par suite le P,-objet final de #(P). Le foncteur
p,- est résolvant a droite (proposition 1). Soit X, la classe des P,-monomor-
phismes J tels que P (j)e P ; la proposition 3 affirme que Fon a X, C(P,); .
Montrons que (p,), C X, . En effet, soient

h,=(G, h, CYet'(p),i=1,2, s=alh) et s =ph).

p et P ¢tant résolvants a droite, (h;. h,) admet un p-noyau § et un P-noyau 3
et on a P(5)=P(3). Comme H' est une sous-catégorie pleine de H et que

Se ]_5(//): H, on trouve 3r;s, d’oli (cor. th. 1, chap. III) §= 3. Il S'ensuit que
{p(5), §) est une Py--sous-structure de (C, s) et que (p,), CX,.Lasous-catégorie
X, est stable par produits dans %(P), puisque tout produit de P-monomor-
phismes est un P-monomorphisme (thé. 12, chap IV). Ainsi les conditions du
théoréme 2-2 sont vérifiées relativement au foncteur P, a la sous-catégorie
¥ (p) et a la classe X, (resp. classe (ﬁ,,)f).D’aprés ce théoréme, il existe une
(#"(p), P,) structure quasi-quotient é de e par r. Etant donné que % (p) est une

sous-catégorie pleine de #(P), é est aussi une (¥7(p), py)-structure quasi-
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quotient de e par r. — En particulier, si r est la relation identique sur p,(e),
la (#7(p), Pa)-structure quotient de e par r est une (¥"(p), % (p))-projection de e.
Donc %(p) est une catégorie a 7" (p)-projections.

— On peut construire (prop. 6-2) une (¥7(p), py)-structure quasi-quotient de
ec (p), par r comme suit: Soit C = p,(e) et soit I la classe des he ¥ (p),. %(p).e

tels que p,(h) soit compatible avec r. Posons S=(S,0)= []p(h). La
hel
sous-classe M de S formée des familles (A(x)),e;, ol xe C, engendre une

(X4, 7°(p))- (resp. une((P,); , ¥7(p))-)sous-structure de S quiestune (77(p), p,)-
structure quasi-quotient de e par r. -— Supposons de plus que P soit un foncteur
d’homomorphismes saturé et soit X, = X, ~(P,) . La classe M engendre une
(X, ¥(p))- (resp. une P -)sous-structure é = (C, §) de § telle que Ce. /7. Le
P -sous-morphisme j de [/1],.,. de source e, de but ¢. est
i=(C,j,C), on J(x)=(1{x)e; pour tout xeC,

et on a M =j(C). Il existe ge ¥ (p)y. ¥ (P),.é. D’aprés la proposition 2-2.
B(g) est la (X4, #"(p))-sous-structure de § engendrée par M, donc S(g)est une
(7"(p), p,)-structure quasi-quotient de e par r.

Corollaire 1. Avec les hypothéses du théoréme 1, supposons que P soit un
Jfoncteur &’ homomorphismes saturé et que U(p)=+"(p). Soit e=(C, s) et soit ¥ lu
relation d’équivalence p,-compatible engendrée par r sur e. Pour qu'il existe
une py-structure quotient faible (resp. quotientj é de e par v, il faut et il suffit
qu’il existe une bijection de C/7 (resp. de CJr) sur p,,(é).

En effet, ceci résulte du théoréme 1 et la proposition 6-1.

Corollaire 2. Soit P un foncteur d’homomorphismes saturé. Supposons que
P soit r-engendrant pour 4. Si e€ A '(p)y et si r est une relation sur p ,{¢),
il existe une (A (p), p ,)-structure quasi-quotient de e par r.

En effet, P est (.#, .¥)-résolvant d’aprés la proposition 4, et le corollaire
résulte du théoréme 1.

Corollaire 3. Si P est un foncteur d’homomorphismes saturé et r—-étalant,
si e€ ¥ (p)y et si r est une relation sur p,(e), il existe une p,-structure quasi-
quotient de e par r.

En effet, P est (#, ¥")-résolvant (prop. 4). Le corollaire 3 se déduit donc du
théoréme 1.

Corollaire 4. Soit P un foncteur dhomomorphismes saturé. Si P est -
engendrant pour M, la catégorie N (p) est a A (p)-projections ; si P est —-étalant,
U (p) est une catégorie a ¥ (p)-projections.

En effet, ce corollaire résulte des corollaires 2 et 3.

Le théoréme 1 montre en particulier que, si P est (.#, ¥ )-résolvant, si
e € A'(p)y, alors e admet pour projection une catégorie p-structurée, un grou-
poide, un demi-groupe et un groupe p-structurés; si e € .47'(p),, il admet pour
projection un graphe multiplicatif fortement p-structuré; si e € A4 (p),, il admet
pour projection une classe multiplicative fortement p-structurée.

Définition 2. Soit C un graphe multiplicatif et r une relation sur C. Soit r,
la relation induite par r sur C(. On dit que r est élémentaire sur C’ si r, est la
relation identique et sir est compatible avec a et f.
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Si r est élémentaire sur le graphe multiplicatif C, la relation d’équivalence
engendrée par r est aussi élémentaire sur C .
_ Proposition 5. Supposons %(p) C A"(p) (resp. C A" (p)) et F,(p)C ¥ (p). Soit
U, V) un (7" (p), (Pa))-projecteur, ou a(j) = (C, s) (resp. =(C’, s, ")) ; supposons que
r soit élémentaire sur C'; alors p(j,) est une injection. Si p(j,) est une surjection,
onaj,eH ”

Démonstration. Soient

e=a() et BH=(C3).
Puisque (C, s) € A '(p)y, 1l existe
he(syxsy).H.s tel que ph)= [, a].

D’apreés la proposition 30 [3], ((Cq x Co)*, 5o X So), 00t (Cy x Co)* est le grou-
poide des couples associé & C,,est un groupoide p-structuré. r étant compatible
avec o et S et la restriction de r & C, étant la relation identique, on a

ax)=a(x) et Px)=p(x), si x~x"modr,
d’ou _
(h, 1) =((Co x Co)* h, C), r) € ¥ (plo-(Ba)' (e, 7).

La p-sous-structure (sq X o), de 54 X S, est la structure diagonale s; de s, % 3o,
et Pisomorphisme diagonal d € s;. H,.s, estun p-sous-morphisme de h. Comme
(. ¥) est un (¥"(p), (P4))-projecteur, il existe un et un seul ' tel que

et (p) et h=h].
Il s'ensuit i, = hj.j,, Cest-a-dire

(d™ " 1o)-jo = So-

Comme p(d) est une bijection, p(j,) est une injection. — Si de plus p(j,) est une
surjection, c’est une bijection admettant p(d)~*.p{hy) pour inverse. L’élément
k=7j,.d" ' h, admet §, pour unités a droite et a gauche et p(s,) pour image par
p, de sorte que 'on a k= 3§, (car p est fidele); par suite j, admet d~'. 5}, pour
inverse dans H . Ainsi §, est isomorphe a s, dans H .

4. Cas des foncteurs —étalants
Les notations sont les mémes qu’'d la fin du n°3

Si [C]1=(C, B, ) est un graphe orienté, nous désignons par [C]* le graphe
dual (C, «, B) de [C1; le sous-graphe de [C] dont les éléments sont les sommets
de [C] est noté [C],.

Définition 1. Soit [C] un graphe et soit [C'] un graphe tel que CnC' = [C],.
S’il existe un isomorphisme g de [C] sur [C']* dont la restriction a [C],soit
Pidentité et si [G] est le graphe somme fibrée de (([C], 1, [Clo), ([C'), &, [Clo)),
on appelle [G] un symétrisé de [C] et on pose g(f)= f ' pour tout f € C.
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Cette définition signifie que, si [C]=(C, B,0), le graphe symétrisé
[G]1=(G, b, &) est tel que:

G=Cug(C), [Glo=I[Cl,,
a(f) =alf), &(f H=B(1)
BH)=B(f), B H=alf),

pour tout feC.Siee [Cl,,onae=e" 1,

Soit [C] un graphe orienté. Nous désignons par L[C]" la catégorie libre
des chemins de [C] (on identifie C 4 une sous-classe de L[C]); si Ce .#,,
on a L[{C]e #,, puisque .#, est un univers par hypothése et que L [C] est

une sous-classe de la classe somme Y, C" Soit $° une catégorie et soit # un
neN

morphisme de [C] vers S'; alors h détermine le foncteur
L(h)=(S", L(b), L[C])

L) (fo - f)=h(Sfp). ... .h(fD),

S1{fy -.» f1)€ LIC] Si S est un groupoide et si [G] est un symétrisé de [C],
on définit un morphisme h° de [G] vers S, appelé symétrisé de h, en posant:
h(f)=h(f) et h(f~H=mh(NH)"

st f € C. Le foncteur L(h°) sera noté I'(h) et on pose I'(h) = L(h°).

Si C est une classe, M(C) désigne le monoide libre engendré par C; on
aM(CedystCe MH,.

tel que

Construction de structures quasi-quotient

Soit P= (., P, H') un foncteur d’homomorphismes saturé, fi-compatible
et r-¢étalant. Nous reprenons les notations du n°® 3. Soit ¥ (p) une sous-caté-
gorie pleine de %(p) telle que ¥ (p) C A (p) ou ¥ (p) = .4 (p).

Sie=(C,s)e ¥ (P), et si (C", §) est une Isy—sous-structure de e, il existe
57 s tel que P(3) = C. Comme (C, 5) est une ﬁ,,—sous—structure de e, on trouve
§=3rys, et par suite X, =(P,) .

Théoréme 1. Soit ¥ (p)=F(p) (resp. zfg(p)). Soit e=(C’, s)e A"(p), et
soit r une relation élémentaire sur C'. Posons I=7"(p),.(H, ) .(e,r). Alors e
admet une (¥'(p), py)-structure quasi-quotient (L[C'1/F,3) (resp. (L[G'] /7, 3),
ou [G] est un symétrisé de [C’]) par r, et F est la relation définie par

x~x" si, et seulement si, L(h)(x)=L{h)(x") (resp. si, [(h)(x)= (k) (x))
pour tout (h,r)el.

Démonstration. Nous reprenons les notations de la fin de la démonstration
du théoréme 1-3 avec % (p) = A" (p) et #'(p) = Z(p) (resp. = F,(p)). La catégorie
C est la catégorie (resp. le sous-groupoide) de S” engendrée par M et §est la
P-sous-structure de o telle que P(§)=C. Posons

j=g.J et j=(C, i[CT.

2%4



326 CH. EHRESMANN

On a goeH et, p(]o) étant une surjectlon par_ construction, ]OeH en vertu
de la proposition 5-3; par suite jo =3¢ '.jo € H

— Supposons ¥(p)=F(p). On a (o =j(Cy), carj définit un néofoncteur.
Si feC—C,, il existe

f;eC—-Ci, obu i=1,..,n, tels que F=jlf)...j ).
jo étant une bijection, on a
alfie)=Ppf) si 1=Zi<n,
c'est-a-dire

(for - S1)EL[CT.

Il en résulte que L(j") est un foncteur de L{C']" sur C, dont la restriction a
LICTy=Cj est bl]CCthC Si 7 est la relation d’¢quivalence associ¢e & L{j),
Papplication u= A(L(j))""' (not. n° 1) définit un isomorphisme de C’ sur la
catégorie L[C’] '/ quotient strict de L{C’]" par # La relation 7 s'écrit:

x~y si etseulement si, L(h)(x)=L(k)(y) pour tout (h,r)e .
car on a:

LQ) (x) = (h(fn))her ~~~~~ (h(fl))hel = (h(fn) ----- h(f, ))he] = (L(h) (X))hel >

si x=(f,.....f1)eL[C]. Puisque P est un foncteur d’homomorphismes
saturé, il existe ue H;.§ tel que P(uy=u; on a flu)=3e€ H, car L[C'le.#,;
par conséquent (L[C']/#, §) est une (F(p), p,,.)-structure quasi-quotient de e
par r.
~— Supposons 77(p) = Z, (p). Soient [G] un symétris¢ de [C ] etj'” le morphisme
symétrisé de j. On a C;=;°([G],). Soit fe C— CO, comme C- est le sous-
groupoide de S engendré par M =j(C), il existe

fieG—[Gly, ou i=1,...,n, telsque F=7Uy ... 0.
p(i,) étant une bijection, on a (f}, ...,fl) e L[G]). Ainsi I'(j") est un foncteur de
L[G] sur C", dont la restriction a Cj est bijective. En désignant par 7 la relation
d’équivalenceassociéea I'(j), lapplicationy’ = A([(j))~ ! définitun isomorphisme
de C~ sur la catégorie L[G] /# quotient strict de L[G] par #; la relation 7 est
définie par

y~y si, et seulement si, I'(h)(y)=1T(h)(y") pour tout (h,rjel

Si u’eI:I' Set Pw)=u,on a (L[G] //,u,C)e ¥ (p)o YoV (P),.é

Corollalre 1. Supposons vérifiées les conditions du theoreme 1. Si pour
xe L[C] il existe f € C tel que h(f)= L(h) (x) pour tout (h,r) eI, alors e admet
une (F(p), Py )-structure quotient faible par r.

En effet, reprenons les notations de la Iere partie de la démonstration du
théoréme 1. Si feC, il existe xe L[C] tel que LQ)(x) £ etil existe feC
tel que, pour tout h € I, on ait h(f) = L(h) (x), Cest-a-dire f ~ x mod#. Il s’ensuit
L(j") (x)=j(f) €j(C). Donc P(j), et par suite [7%,(]?), est une surjection, de sorte
que (L{C}/#, 3) est une (F(p), p4)-structure quotient faible de e par r.
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Corollaire 2. Soit e =(C’, 5) € #(p), et soit r une relation élémentaire sur C'.
Alors il existe un pg-structure quotient faible de e par r.

En effet, si x =(f,, ..., f1)€ L[C’], le composé f = f,.....f; est défini dans
C'etona h(f)= L{h) (x) pour tout h e I, de sorte que le corollaire 2 se déduit
du corollaire 1.

Corollaire 3. Soit e=(C", s)e X '(p), et soit [G] un symétrisé de [C’]. Sir est
une relation élémentaire sur C', il existe une (E'(p), p,,.)- (resp. une (S(p), px)-)
structure quasi-quotient de e par r de la forme (M(L{C']/#)/F, §') (resp. de la
forme (M(L[G]/#) [F, ).

Démonstration. Soit ¥ (p)=Z(p) (resp. =%, (p)). D’apres le théoreme 1,
e admet une (¥7(p), p4)-structure quasi-quotient par r de la forme (L{C] /7, 3)
(resp. (L[G] /7, 3)). D’aprés le théoréme 7, chap. II1, il suffit de prouver que,
si e € 7(p),, il existe une (E'(p), ¥"(p))-projection de e de la forme (M (C)/#,3')
(resp. forme (M(C) /7, §')), cest-a-dire, puisque P est un foncteur d’homomor-
phismes saturé, que, avec les notations de la fin de la démonstration du
théoréme 1-3, C " est isomorphe a un demi-groupe (resp. a un groupe) quotient
de M(C)’ (resp. de M(C)).

— Soit e e F(p),. Comme C est la sous-catégorie de S engendrée par j(C).
pour tout fe C, il existe

f;eC tels que f:j(f,,) ..... Jj(f)-
L application d:
(Fos s SO = JUS0)d(f1)

de M(C) dans C définit un homomorphisme de M(C) sur C". Par suite C est
isomorphe au demi-groupe quotient de M(C) par la relation d’équivalence #':
(fur s SO ~(fs --» f1) s8I, et seulement si, pour tout (C,h Clel,

ona

h(f). .. h(f)=h{f).....h(f]).
— Si de plus e Z,(p)y, on a j(C)=j(C)~*, de sorte que C’ est un groupe.
Comme #,(p) est une sous-catégorie pleine de Z(p), on en déduit que ¢ est
isomorphe dans &'(P) & une (S(p), #,(p))-projection de e.

Remarque. Supposons que g soit un foncteur d’homomorphismes au-dessus
de P tel que P’ = P. g soit un foncteur d’homomorphismes saturé et r—-étalant.
Soit p’ la restriction de P’ & E’(//). Soite e A7 (p'), et soit (C', ') une (7 (p), py)-
structure quasi-quotient de e par une relation élémentaire r. Si (C, 3) est une
(7 (p), b, )-structure quasi-quotient de 4" x g(e) par ret si ¥"(p) C # (p), alors C”
est une catégorie quotient strict de C', d’aprés le théoréme 1.

Théoréme 2. Soit %(p) = A (p) (resp. =A"(p) ou A '(p)) et soit ¥ (p)=A(p)
(resp. = A" (p)). Si e=(C',s,s)eU(p), et si r est une relation sur C, alors e
admet une (¥ °(p), pq)-structure quotient faible par r (resp. faible (C',3) par r,
ou 5, est isomorphe dans H' d s, si r est élémentaire sur C').

Démonstration. Reprenons les notations de la fin de la démonstration du
théoréme 1-3. M définit une sous-classe multiplicative M~ de S (resp. un
sous-graphe multiplicatif M~ de S, car j définit un néofoncteur de C “vers S’).
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Etant donné que P est r-étalant, il existe § tel que
§po et P()=M,;

d’apres les résultats rappelés au n°3, (M, ) est la P,-sous-structure de S
engendrée par M. Soit 7 la relation d’équivalence associée a j:

x~x' si, et seulement si, A(x)=h(x’) pourtout hel.

On a C/i e .#. La bijection u= A(j)~* définit un isomorphisme de M sur une
classe multiplicative C, ou € = C/#; puisque P est un foncteur d’homomorphis-
mes saturé, il existe ﬁeH(',.ﬁy'.s” tel que P()=u; si f@) =3, (C’,5) est une
{(#(p), pg)-structure quotient faible de e par r. — Si #(p)=.A"(p) et si r est
élémentaire sur C', on a j, € H, en vertu de la proposition 5-3, car P(j,) est une
surjection.

Corollaire. Soit e=(C', s, s')eN"(p)o et soit r une relation sur C. Il existe
une (F(p), py)-structure quasi-quotient (L{C/F]'/F,3) de e par r; si r est
élémentaire sur C', alors &, est isomorphe a sy dans H'.

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration du théoréme 2.
D’aprés le théoréme 7, chap. III, une (#(p), p, )-structure quasi-quotient
de e par r est une (F(p), A" (p))-projection de la (47 (p), p,-)-structure quotient
faible (C,5)dee parr. Le théoréme 1 montre que (C", 5y admet une (Z (p), A "(n)-
projection ¢’ de la forme (L[C 1/, 3), ou 3, est isomorphe dans H ™ & §,, et par
suite aussi a s,, si r est élémentaire sur C". Comme .4 (p) est pleine dans 4™ (p),
Cest une (#(p), A '(p))-projection de (C",3); le corollaire en résulte.

Application au cas P = (4, 1, #)
Supposons que p soit le foncteur identité de .#; on a
HP=H'Q=N". FO)=F. F,p)=7,.

S(p) et &'(p) sont respectivement les catégories des homomorphismes & entre
groupes, et S’ entre monoides admettant pour seul élément idempotent une
unité. Si [C] est un graphe orienté, nous désignerons par [C] " le graphe multi-
plicatif déterminé par [C], tel que

(g. e C' = C" si, et seulement si, ge[C], ou f[fe[Cl,,

et que [[C]] = [C]. La catégorie #'(p), isomorphe a la catégorie ¥ des mor-
phismes entre graphes orientés, est la sous-catégorie pleine 4’ de A" ayant
pour unités les graphes multiplicatifs [C]" tels que [C] € %,.

Nous allons appliquer les résultats des n°3 et 4 au cas ou P= (M, 1, M.
Pour cela nous aurons a utiliser la remarque suivante:

Soit § e A et soit ¢ une relation (S, 4, S); soit I, la classe des he 47§
tels que

(x,v)e A entraine h(x)=h(y).

La relation d’équivalence bicompatible sur S engendrée par ¢ peut étre définie
(d’aprés les résultats du n° 1) par:

x~y si, et seulement si, A(x)=h(y) pourtout hel,.
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Soit C"e.#3. Si h est un foncteur de L[C'}" vers K = B(h), sa restriction ha C
est un néofoncteur de C™ vers K si, et seulement si,

hig. f)=h(g).h(f)=h((g, f)) pour tout (g,f)eC *C nL[C].
Désignons par r(C’) la relation (L[{C’], A, L[C]) telle que:
(g, f),g.f)e A si, et seulementsi, (g, fleC *C’, g¢Cq, f¢Cq.

Lapplication h— L(B(h), b, [C']) est une injection de %,.4".C" sur la classe
I, ). D’aprés la démonstration du théoréme 1, C'admet une (#, A4”)-projection
de la forme L[C']’/r, ou r est la relation d’équivalence:

x~y si, et seulement si, L(h)(x)=L{)(y) pourtout heF, A'.C.

En vertu de la remarque précédente, r est donc la relation d’équivalence bi-
compatible sur L{C'} engendrée par r(C’), Cest-a-dire L[C']/rest identique a la
catégorie N(C) construite au théoreme 10, chap. I11. Si de plus C'e %, on a
(L[C),1,CYe F,. N".C",

de sorte que r est la relation identique et que C' admet L[C'] pour (F, 4)-
projection. Ce résultat est équivalent au théoréme 8, chap. I11.

Soit C' e A et soit [G] un symétrisé de [C]. Un foncteur &’ de L{G]  vers
un groupoide K " est le foncteur I'(h) associé & un morphisme h de [C'] vers K
sous-jacent a un néofoncteur & de C" vers K’ si, et seulement si, on a

Mg N=k@.k(N=k(g./) si (@NeC*C,g¢Cs f¢C
et

R =) si feC—Cq;
cette derniére relation peut aussi s’écrire:

R M=R RN =RE) et B =REB).
Désignons par r,(C’) la relation (L[G], A, L[G]) telle que A’ ait pour éléments
les couples

(£ L™ BN (f~H ) (9, 1) g-f).
ol feC —Cy,geC—Cjet(g, f)e C xC. Lapplication & — I'(h) définit une
injection de (F),..4".C" sur la classe I, . D’aprés la démonstration du
théoréme 1, C' admet pour (%,, 4#")-projection la catégorie I'(C’) quotient
strict de L[G] " par la relation d’équivalence r:

x~y si, et seulement si, I'(h)(x)=TI(h)(y) pour tout he(F),N".C",

et r est la relation d’équivalence bicompatible sur L[G] engendrée par r,(C).
En particulier, si C e %, (resp. si C'€ %, et si C=R(C’)), on retrouve le
théoréme 9, chap. III (resp. le théoréme 7, chap. V).

Soit C'e %, et soit M(C) le monoide libre engendré par C. Si S* est un
demi-groupe, toute application k de C dans S se prolonge en un homomor-
phisme M(k)=(S", M(k), M(C)"). Si S e Sy, pour qu'un homomorphisme #’ de
M(C)" vers S soit le prolongement d’un néofoncteur & de C vers S, il faut
23*
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et il suffit que
Wg.f)=hg).h(f)=h(gf) si (gfeC*C

et
w=hw) si ueCqy et ueCy.
En effet, ces conditions sont nécessaires; si elles sont vérifiées, on a
Wuy=hu.u)=hw.hw,
donc I'(u) € S, car tout élément idempotent de S~ est une unité par hypothése.

Désignons par 7. (C') la relation (M(C), B, M(C)) telle que B soit formé des
couples

(9. f)g.f), ou (g.f)eC'xC’, et (u,u), ou ueCy t'eCy.

Lapplication h— M(f(h), h, C) est une injectionde S,.#.C sur laclasse I, .,
Le corollaire du théoréme 1 affirme que C' admet pour (&', #)-projection le
demi-groupe S{C") quotient de M(C) par la relation d’équivalence r:

x~y si, et seulement si, M({h)(x)= M) (y) pourtout heS,.Z.C,

c’est-a-dire par la relation d’équivalence compatible sur M(C)" engendrée par
la relation r,(C’). St C est un groupoide, S(C’) est un groupe, qui est une
(E, #,)-projection de C’, résultat trouvé directement dans [13].

Foncteurs admettant une section maximale

Définition 2. Soit g= (K g, K') un foncteur; on dira que g admet z pour
section maximale si z est un foncteur section de q et si, pour tout s € K, il existe
he z(q(s)). K.s tel que g(h)=q(s).

Exemple. Le foncteur p, projection de la catégorie J des applications
continues vers .# admet z pour section maximale, ou z(T) est, pour tout
T e 7,, la topologie grossiere sur p,(T).

Reprenons les notations du n° 3.

Proposition 1. Supposons que p admette z pour section maximale et soit
Z'=z.p. Alors z' est compatible avec les produits et, si S€z/(H,) et s'r; 8, on a

Z'(s)rp S
Démonstration. Soit (s;);.; une famille d’unités de H' telle que []p(s)
iel
existe dans .#. Posons §;=z'(s;); il existe s= [[s; et §=[] 3 dans p. Soit

iel iel
S =2z'(s); désignons par p; la projection canonique de s sur s;. Nous allons
montrer que 'on a S=3§. En effet, les relations

Sez(H) et pS)=][]p(s)=[]p@E)=p@)
entrainent qu’il existe ! -
jeS.H.§ tel que p(j)=p(S),
puisque z est une section maximale. Par ailleurs, il existe
S=[Z®)icr€$.H.S,
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et on a p(f)=p(S). 1l en résulte, p étant fidéle:
fj=3§ e j f=85,
d’ou je H,. Puisque p, est bien fid¢le, il s’ensuit
S=j=§.
Donc 2z’ (et par suite z) est compatible avec les produits.
— Supposons S€ z'(H), s'r; § et soit § =z'(s'). Il existe

jes.H.s telque p()=p(s).

20p;) S g5
Fig. 14 Fig. 15

Si g = z(p(§ «~s")), on a g(p(s")) = p(s'), de sorte que, par définition d’une p-sous-
structure, il existe g’ e 5. H.§" verifiant

(Ses).9'=g et plg)=p(s).
Par suite g’ est I'inverse de j'dans H, et on a s'= s’ car p, est bien fidele.

Nous désignerons par pj, le foncteur projection canonique de #(p) vers:
N sio UP)=AN(p) ou =.4(p)
N st Up)=H'(p), A (p), A'(p) ou A7(p)
A si Up)C F(p).
Proposition 2. Sip admet une section maximale z (resp. z et sip est —-étalant),
Pl admet une section maximale zg, si U(p) = A (p), A" (p), AV (p) ou A"(p) (resp.
z4 pour tout U(p)).

Démonstration. Soit z' = z.p. On définit un foncteur z, section de p, en
posant

2x(Px(F)=(C.2(h),C) si h=(C\,h C)e A (p).

Soit e=(C, s, sy € A(p),; 1l existe

kKes.H.s telque pK)=(C,k,C *xC);
de la relation z'(k) € z'(s). H.Z'(s"), il résulte que l'on a

Ze)=éeN(p), ou é=(C,z(s),z(s)).
L application qui associe a p',(¢', k, e) le triplet (z/,(¢'), z'(k), z',(e)) définit une
section maximale de p’,. Pour montrer que la restriction z, de z,, (resp. de z,)
a B(py), ou U(p)C A (p) (resp. C.A(p)), est une section maximale de py, il

suffit de prouver que, si e € %(p)g, on a zg(Py(e)) € % (p)o. — Soit (C', 5) € K7 (p),
et soit §=2z'(s). Comme ([C ], 5) est un graphe p-structuré, il existe xes.H.s
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et fes.H.s tels que
p@) =(C,a.C) et pBy=(C, B C).
Par conséquent, on a
Z@es.H.§ et Z(P)es H.5.

Etant donné que p est résolvant a droite, on en déduit (C, §) € 7' (p)o. Ainsi z,,.
est une section maximale de p,.. — De ce qui précéde il résulte que, si
e=(C',s5)eAN"(p)y, ona z, (e)eN"(p), Cest-a-dire z,. est une section
maximale de p/,..
— Supposons de plus que p soit r-étalant. Soit e=(C, s)e.#(p), et soit
2 (@)= (C, 5§ /(s s)). Il existe une p-sous-structure s’ de §x§ telle que
p(s)=C % C". Daprés la proposition 1, on a §xs=z'(sxs) et s ez(H).
Comme p(s") = p(z'(s * 5)), on trouve

Z(sxs)=s";§x5.
Donc z',(e) € A (p), €t z 7 est une section maximale de p'z. Par suite z,, est aussi
une section maximale de p;, lorsque #{p) C #(p).

Théoréme 3. Soit p un foncteur d’homomorphismes saturé —-étalant
cdmettant une section maximale. Soit e=(C’, s)e H"'(p), et soit r une relation
sur C. Si 7 est la relation d’équivalence bicompatible sur C engendrée par r, il
existe une (¥(p), py)-structure quasi-quotient €= (C,5) de e par r telle que
C'=C/r si ¥(p)=A"(p), C=NC/R) si V(p)=F(p), C=I(C/P si
7 (p)=F4(p) et C'=S(C'/r) si ¥ (p)=E'(p).

Démonstration. Soit ¥ (p)=A"(p) (resp. =F(p), resp. =F,(p), resp.
= &'(p)) et soit »’ la relation d’équivalence engendrée par r (resp. soit r' = i(C)).
Soit I la classe des he " (p) tels que (b, r)e ¥ (p)y. Y- (e, ). Comme ply.
admet une section maximale (prop. 2), la classe p.(I) est identique a la classe
des he A" tels (h,r')e ¥4.pY.(Cr) (on pose A =.4"). La construction
du C’ de la (¥7(p), py)-structure quasi-quotient (C,3) de e par ' faite au
théoréme 2 (resp. th. 1) fait seulement intervenir la classe p,-(I), de sorte que
Cestla p.o~structure quasi-quotient de C’ par r (resp. la (#7, #")-projection
de C’). En vertu du théoréme 3—1, on a C = C'/ (resp. du § précédent on a
C =N(C), resp. =I'(C’), resp. =S(C’)).—Le théoréme 7, chap. 111, affirme que
la (#7(p), & (p))-projection (C',5) de la (A7(p), p,)-structure quasi-quotient
(C'/7,5) de e par r est une (¥7(p), Py )-structure quasi-quotient de e par r.
D’aprés le début de la démonstration, on a donc C = N(C /7 si ¥ (p) = Z(p),
C =I(C/P)si ¥ (p)=F,(p) et C =S(C'/F) si ¥"(p)=E(p).

Corollaire. Si p est un foncteur d’homomorphismes saturé, admettant une
section maximale et —-étalant et si (C', $) est une catégorie p-structurée quotient
de la catégorie p-structurée (C', s) par r, alors C est la catégorie quotient de C
par r.

5. Foncteurs dénombrablement engendrants pour . 7

Soient P et p les foncteurs considérés au n° 3, et ¥ (p)C 4" (p) ou =4 (p).
Définition L. On dira que P est denombrablement engendrant pour ./#7 s’il
est —-engendrant pour # et S'il vérifie la condition :
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Soit se H o, pour tout entier i > 0, soit s; une P-sous-structure de s telle que
P(s;)e A et P(s;) C P(s;,,); alors il existe une P-sous-structure § de s telle que

P =] P(s)).
ieN

Comme .#, est un univers, on a P(5) € 4. D’aprés le théoréme 1*, chap. 111,
on trouve s; . S; 41 7S

Soit N lensemble des entiers positifs. Soient P, P5 et P, les foncteurs
projection de A, de & et de ,/' respectivement vers M (voir n°2).

Proposition 1. P v PgetP, sont des foncteurs dénombrablement engendrants
pour M.

Démonstration. D’apres la proposition 32, les foncteurs P, P et P, sont
r—-engendrants pour .#. — Soit C'e /VO et soit C;, pour tout ie N, un sous-
graphe multiplicatif de C’ tel que

C,CCiyy et Cied.
Soit €= JC.Sife C, il existe i N tel que f € C;; par suite on a
ieN
a(f)eC;cC et B(f)eC,cC;
donc €~ est un sous-graphe multiplicatif de C " et P, est denombrablement
engendrant pour .#. — Supposons de plus C e %, et C;e %, pour toutie N. St
f'eC, feC et (f.f)eCxC,
ilexiste ie N et i'e N tels que f e C; et f e C;. Il en résulte
(/2 NeCixCj, si j=sup(ii).

Donc (f', f)eC xC et C est une sous-catégorie de C. — Enfin si C et C;
sont des groupoides etsi feC,ona feC, dou f e C;CC. Ainsi C" est un
sous-groupoide de C', ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 1. Soit P un foncteur d’homomorphismes saturé et dénombrable-
ment engendrant pour #. Alors P est (M, ¥ )-résolvant, si¥ (p) C A (p)ou = A (p).

Démonstration. Comme P est r—-engendrant pour .#, le foncteur P est
(A, A)-resolvant en vertu de la proposition 4-3. — Soit e=(C", 5) € ¥7(P), et
soit Me.# tel que 0+ M CC. Supposons A7(p)C ¥ {(p)C A (p) (resp.
¥ (p)=F(p) ou &'(p), resp. =F,(p) ou S(p)). Soit M, le sous-graphe multi-
plicatif (resp. la sous-catégorie, resp. le sous-groupoide) de C " engendré par M ;
on a M,e.#, d'aprés la proposition 3—2. P étant r—-engendrant pour .4,
la classe M, engendre une P-sous-structure s; de s telle que P(s,) € .4. Supposons
définis pour tout i<n

M,e d et sieP ().
Soit M, le sous-graphe multiplicatif (resp. la sous-catégorie, resp. le sous-
groupoide) de C’ engendré par P(s,_); on a M, € .# et M, engendre une P-
sous-structure s, de s telle que P(s,) € .#. On définit ainsi par récurrence pour
tout ie N une P-sous-structure s; de s vérifiant P(s;) e .#. Par hypothése, il
existe une P-sous-structure § de s telle que
P =JP(s) et P@E)e..

ieN
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Posons € = | ) M,. Comme

ieN
P(s)C M CP(Si11)s

ona P($)c C C P(3), dou P(5) = C. Par suite C " est un sous-graphe multiplicatif
{resp. une sous-catégorie, resp. un sous-groupoide) de C', car P,., Pz ¢t P,
sont dénombrablement engendrants pour .# (prop.1). Il en résulte que
(€, §estla (X, n(P,)7, ¥ (P))-sous-structure de e engendrée par M et, d’aprés
la proposition 2—2, P, est —-engendrant pour (.#, X, ¥'(p)), donc P est
(., ¥")-résolvant.

Corollaire. Supposons .M, € .# , et soit ¥ (p) une sous-catégorie pleine de
WU(p). Soit P un foncteur d’homomorphismes saturé et dénombrablement
engendrant pour 4 (vesp. Soit p=p., py ou p,= (M, pz1, F,})). Si e€U(p),
et sir est une relation sur p,(e), il existe une (¥°(p), Py )-structure quasi-quotient
de e par r.

En effet, P est (.#, ¥ )-résolvant d’aprés le théoréme 1 (resp. théoréme 1
car P,., P;, P, sont dénombrablement engendrants pour .# en vertu de la
proposition 1, et ce sont des foncteurs d’homomorphismes saturés et résolvants
a droite). Le corollaire résulte donc du théoréme 1-3.

Construction des structures quasi-quotient si p=p,. ou pg

Nous supposons que M o€ .M, et que ¥ (p) est une sous-catégorie pleine de
U(p) telle que ¥"(p)C A (p) ou =.#(p). Soit P=P . ou P;;0na p=p, ou
ps. Larelation (C, 1, C') € H entrainant que C définit une P-sous-structure de
C’ (th.6, chap.III), P et p sont faiblement r-étalants; donc X, =(P,);
(prop. 3-3).

Soient e =(C", C*) e #(p), si %(p) C #"(p) (resp. =(C", C*, 5') si U(p)=./(p)
ou A"'(p)), et r une relation sur C. La fin de la démonstration du théoréme 1-3
montre (d’apreés le corollaire du théoréme 1) que e admet une (¥(p), pa)-
‘structure quasi-quotient (C ¢hH par r isomorphe dans ¥'(P) a la P,-sous-

structure (C CYde S engendrée par M =j(C). (Les notations sont celles du
th. 1-3). Posons

§=(5,8Y et j,=(C,jC),

et désignons par « et § les applications source et but dans S, par a* et f* les
applications source et but dans S*.

Théoréme 2. Reprenons les notations précédentes. Sip =pg et si ¥ (p)= A" (p)
ou A(p), la sous-catégorie de S* engendrée par M est C*. Soit p=p,.. Alors e
admet une (V'(p), py)-structure quasi-quotient &= (C, C*) telle que :

1. & est une (¥(p), pu)-structure quotient faible de e par r si ¥ (p)=.4"(p)
ou N (p).

_ 2. Soit U(p)C A" (p) ou N"'(p) et supposons r élémentaire sur C’; alors
(Co)* est isomorphe d (Co)* si F,(p)C¥(p); ona C'= L[C'] /7 st ¥ (p) = F(p),
C = L[G]/#, ot [G] est un symétrisé de [C), si ¥ (p) = F,(p) et C'=M(C)/f
si ¥(p)=S'(p).
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Démonstration. Puisque j est un néofoncteur, M définit un sous-graphe
multiplicatif de S*. Supposons p=p,. Soit M* la sous-catégorie de S*
engendrée par M, dont les éléments sont les composés f, L...L f;, ol f,e M si
lsisn—Si(¥(p), %p)= (A (p), A (p)), (M, M*) est une P -sous-structure
de (S, S%) et 'on a € =M. — Soit % (p)=A"(p) ou K" (p) et ¥ (p)=.4"(p).
Comme j, est un néofoncteur, M définit un sous-graphe multiplicatif de S, et
(S*, o, SY) et (S*, B, S*) sont des néofoncteurs, ce qui entraine

a(M)CM et B(M)CM.
Donc (M, M*) est une P,-sous-structure de (S, $*) et C = M.
— Supposons p=p,.. Soit (¥(p), %(p))= (A (p), A(p)). Puisque (M’, M*)
est une P;—sous -structure de (S, $%), on trouve M = C. Soit C Ia classe quotient
de C par la relation d’équivalence 7= r; associ¢e a j et soit u la bijection A(j)~ '
Si C et C*sontles classes multlpllcatlves imagesde M "etde M+ respectlvemum
par u, (C, C") est une (#°(p), py)-structure quotient faible de e par r. On a

x~x"modf si et seulement si, g(x)=g(x) pourtout gel.—

Supposons Z(p) C 4 (p) ou A7(p). Dans ce cas, C" est un graphe multiplicatif
et j, est un néofoncteur, de sorte que M définit un sous-graphe multiplicatif
deS". S177(p)=. A7 (p) ou H(p), (M, M) est une P, -sous-structure de (S, $*).
i,e. ona M=C. — Si r est élémentaire sur C’, la proposition 5-3 dit quc
((Co)t, 1, (Cg)*) est un isomorphisme si %(p) C }if (p) ou .4”(p); on construit €
comme plus haut.

— Supposons p=p .., que r soit une relation ¢lémentaire sur C’ et que #(p)
soit contenu dans ¢ (p) ou dans A4"'(p). Soit ¥ (p) = Z(p). La sous-catégorie M
de S engendrée par M est formée des composés

f:fn ----- f1» ou ‘f::‘](fl) et fieC.
Si(fz,fl)eS'*S' ona
a(x J‘(J‘z) (4 fz)-‘oC (B( f,))zﬁ(oﬁ(fl)),

u (al(fz),oc (f1 }eS *S™ et, k(S «S) définissant un néofoncteur de
(S'*S)* vers St, on trouve

o (f2 f) = (). e ().
Par récurrence, on en déduit
oH(f)=a(f). ... at (),
et aL(f) e M, car et (M)C M. De méme ﬂl f) eM: ainsi M* est un sous- graphe

multiplicatif de §*, c'est-a-dire on a € = M. Comme C, = j(C,), la proposition
5-3 entraine que (Co, J1, Cg) est une bijection. Par conséquent

S=LG) (fu - f)) et M=LG)(L[C]).
Ceci montre que L(j) définit M’ comme catégorie quotient strict de L[C].Par
suite e admet pour (¥(p), pg)-structure quasi-quotient (L{C] /7, C*), ou 7
est la relation d’équivalence:

x~x' si, et seulement si, L(h)(x)=L(h)(x) pourtout hel.
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— Soit ¥ (p) Z,(p). Soit M le sous-groupoide de S engendré par M. Si
feSetsi f1est l’mverse de fdans S, on a

N = ST = (B e Ss

et

o (f ).t (N=a(f7" N eSs,
d’ott_a*( jj = (a( f)~. Un raisonnement analogue au précédent prouve
que C = M etque C"est un groupoide quotient strictde L[G].—Si ¥ (p) = S'(p),
soit M " le sous-monoide de S° engendré par M; on a comme précédemment
M = C, cequientraine C = M(j) (C), et C est un demi-groupe quotient de M(C)".

Cas des catégories d’applications ordonnées

Nous supposons .#, € /4. Soit Q la catégorie des applications ordonnées
(M. <), f. (M, <)) telles que (M', f, M) e .# ; soit P, son foncteur projection
canonique vers .# et soit py la restriction de P, a Q= Eg(//)_

Soit .7 la sous-catégorie de Q formée des applications sous-préinductives
(i.e. des applications ordonnées (M, <), f, (M, <))ef2 telles que (M, <) et
(M', <) soient des classes sous-préinductives et que, si x' <x et x" <x dans
(M, <), on ait f(x'nx")=f(x)nf(x") dans (M’, <)). Soit .#* =IPNQ.
NO}ls deésignons par P, et par p, respectivement les foncteurs restrictions de P,
a s eta IP

Théoréme 3. P, est un foncteur d’homomorphismes saturé fi-compatible,
résolvant d droite et dénombrablement engendrant pour M .

Démonstration. Posons P = P, et p=p,. Nous savons [5] que P est un fonc-
teur d’homomorphismes saturé 7- compatlble Soite=(C,<)e. W’S Montrons
que P C(Pg), . En effet, soit é= (C", §) une P-sous- structure de e. On a
(e, 1, e)ef"s Soient xe C, yeC et x <y dans e; désignons par M la classe
ayant x et y pour seuls éléments, alors

(e, 1, (M, <)) e I
Comme érpe, il existe

€1, (M, <)edr, dou x<y dansé.
Ainsi € est une sous-classe ordonnée de e. 11 en résulte que les P-sous-structures
de e sont les sous-classes ordonnées (C, <) de e telles que C soit une sous-

classe sous-préinductive de e (i.e. telles que x' nx" e C six"eC, x' e C et s'il
existe xe C pour lequel x' < x et x” < x). — Soient

hy=((S, <), h,e)e F?*, ou i=12,
et e’ =(C’, <) le Pp-noyau de (hy, h;). Si x’ < x et x” < x dans ¢, la relation
hy(x' X"y =h, () by (x7) = hy(X) O hy(X") = hy (X N X")

entraine x’nx” e C'. Ainsi ¢’ est une P-sous-structure de e, de sorte que e’ est
le P-noyau de (h,, h;). Par conséquent P, et par suite p, sont résolvants a droite.
— Montrons que P est dénombrablement engendrant pour .#. Soit e; = (C;, <),
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pour tout ie N, une P-sous-structure de e. Supposons
Cie My, CiCCyy et C=JC;.
ieN
SixeC x'eC, x"eCetsix <xetx"<x dans e, il existe ie N tel que
x'<x et x"<x danse;;

comme C; est une sous-classe sous-préinductive de e, on a x'nx" e C;C c.1
sensuit que C est une sous-classe sous-préinductive de e, c’est-a-dire (€, <)
est une P-sous-structure de e. — Il ne reste plus qu’a montrer que P est -
engendrant pour .#. En effet, si K est une sous-classe de C, nous désignons par
K A K la classe des couples (x', x") e K x K tels que x’ et x” soient majorés par
un xe K. On a K A KCC aC. Soit v Tapplication

x,x)=xnx" de CAC dans C.

SiKe.#,ona _
(K AK)Co((CACINK x K)) ey,

car ve./ et KAKe.l. Supposons Me.d#, et 0+MCC. Posons
M, =v(M A M) et définissons par récurrence M, pour tout ie N, par la
relation M;=v(M;_; AM;_,). On a M;e #, M;_,CM; et C=|JM,e /.
ieN
Si (x, x) e CAC, il existe xe C tel que x' < x et x”" <x dans ¢; on en déduit
qu'il existe ie N tel que xe C; et (x', x")e C; A C,. Par construction, on a
xnx"eCi,CC.

Par suite C est une sous-classe sous-préinductive de e, et (C, <) est la P-sous-
structure de e engendrée par M. D’aprés la proposition 2—2, P est —-engendrant
pour .#, puisque P est un foncteur d’homomorphismes saturé.

Corollaire. Soit p=p,.; si ee%¥U(p)y et si r est une relation sur pyle), il
existe une (¥'(p), Py )-structure quasi-quotient de e par v, lorsque ¥ (p) est une
sous-catégorie pleine de % (p); en particulier U (p,,) est une catégorie a ¥ (p,,,)-
projections.

En effet, ceci résulte du corollaire du théoréme 1 et du théoréme 3.

Définition2.0n appelle classe f-inductive une classe ordonnée (C, <) telle
X

que, si X' <x et x"<x dans (C, <), il existe x'( ) x"; une classe f-inductive
(C, <) qui est une classe sous-préinductive est dite f-sous-inductive.

Si (C, <) est une classe {-inductive, toute partie finie A majorée par x € C
X

admet un x-agrégat noté | ) A.

Soit #™ la classe des applications f-inductives, ie. des applications
((é, <), h,(C, <))e @ telles que (C, <) et (C, <) soient des classes f-inductives
et que, si x'<x et x” < x dans (C, <), on ait

x y
h (x' U x”> = h(x) ) h(x"), ou y=h(x).
Soit A1 = 4™ 475, Soit jAU la sous-catégorie de S ™ formée des applications
quasi-inductives [5]. Soit .# (resp. .#)) la sous-catégorie pleine de #'*~ .7~
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formée des applications sous-inductives (resp. inductives) ((C,, <),h, (C,,<))
telles que (C;, <) vérifie axiome de distributivité: (D') Soient x' et x” deux
¢léments de C; majorés par x dans (C;, <); si 4 est une sous-classe de C, majorée
par x’, on a

x’

(O A) Ax"= ) (anx").

acA

Soit J# l'une des catégories 4™, 4%, Y, 43 ou .4 ,; nous posons # = HNQ
et nous désignons par P, (resp. par py) la restriction de Py a H (resp. & ).

Théoréme 4. Soit %” ffu ou 9" alors P, est dénombrablement engendrant
pour M. Si H# = FY, Fiou g, etsiV(p)d N (p),le foncteur P, est —-engendrant
pour M et (M, V")-résolvant.

Démonstration. P 4 est un foncteur d’homomorphismes saturé i-compatible,
car # est une sous-catégorie saturée et stable par produits de Q. Une démon-
stration analogue au début de celle du théoréme 3 montre que 'on a

(Po)i CPy)i C(Pp); .

Si # = 4 (resp. 4Y), les P,-sous-structures de e € #, sont les sous-classes
deonnees (C, <) de e telles que x'<x et x"<x dans (C, <) entraine
X

x'[Jx" e (resp. que €’ soit faiblement U-saturé dans e [S]). Si H =91,
les P,-sous-structures de e sont les P,iu-sous-structures (C’, <) telles que C'
soit une sous-classe sous-préinductive de e. Si H = 43 ou J,, les P ,-sous-
structures de e sont les sous-classes ordonnées (C, <) de e telles que C’ soit
une sous-classe sous-inductive faible de e (i.e. une sous-classe sous-préinductive
et faiblement U-saturée), axiome (D') étant évidemment vérifié dans une telle
classe ordonnée (', <) ¢’il est vrai pour e. On voit comme au théoréme 3 que
P , est résolvant a droite.

— Soit £V Hetsoite =(C, <) e H#,. Soit K une partie de C telle que K € /7.
Désignons par UY(K) (resp. par U(K)) la classe des parties finies (resp. des
parties) 4 de K majorées dans (K, <) et par U(K) (resp. par U'(K)) la classe
des couples

(x, A)e K x UK) (resp.e K x U(K)) telsque A<x.

Comme .# est un univers, on a U'(K) € #,. Si # = 4™ ou S (resp. = .#Y),
soit u l'application

(x, A)»|)A de U'K) (resp. de U'(K)) vers C
et soit
K =u(U'(K)) (resp. =u(U'(K))).
On a Ke . Soit Me My et 0=MCC. — Si # =9 (resp. C F#Y, on a

M= M, de sorte que M engendre la P-sous-structure (M, <) de e; ainsi P
est —-engendrant pour .#. — Soit # = ' et soit v 'application A—nA
de U'(K) dans C. Définissons par récurrence

M,=Muvs(U (M) et M, ,=Muv(UM)e.Z,
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pour tout ie N. Soit M'= | ) M;e.#Z. On a
ieN .

Med et MUun(UM))=M.
Par suite (M’, <) est la P, -sous-structure de e engendrée par M, et P, est
r—-engendrant pour .#.
— Une démonstration analogue & celle faite dans le théoréme 3 prouve que
P est dénombrablement engendrant pour .#, si # =4 ™~ ou ﬁ'_s
— Soit # =.#"et P=P,. Dapreésla proposition 4-3, P est (.#, A")-resolvant.
Montrons que P est (#, ¥ )-résolvant si 7"(p) > A" (p). En effet, soient

e=(C, <)eA'(p), (resp.e A7 (p)y) e Me.#, telque0+MCC.

Soit K le sous-graphe multiplicatif de C” engendré par M; on a K e M et K
engendre une P-sous-structure (K, <) de (C, <). Nous avons K = u(U'(K}). Or

1(0/1) =a((j)oc(A)eK et ﬁ(OA)eIZ, si OAEI&.

Ainsi K est un sous-graphe multiplicatif de C, et (K, <) est la (X, ¥ (P}
sous-structure de eengendrée par M ; donc(prop. 1-2) Pest(.#, ¥7)-résolvant. —
Montrons que, si # =.#] ou £, alors P, est r—-engendrant pour .#. En effet.
soient

e=(C, <)eH,, Mec. et OMCC.

Soit(M’, <)la P ,-sous-structure deeengendrée par M ;ona M’ € ./7. Supposous
Xi
vi=UJAeM, i=12;
X
sly= U AeM' etsiy, <y, onay,<x, et en utilisant I'axiome (D’),

yiny,= <U Al) n (U Az) =4,
en désignant pour A’ la classe des éléments a; na, tels que a; € 4. Comme
a,na,eM’, on trouve A'CM’, d’ou ylr\yzeM’. Ceci montre que (M, <)
est la P -sous-structure de e engendrée par M. Donc P, est —-engendrant
pour .#. Une démonstration analogue a celle faite pour P, montre que P,
est (M, ¥")-résolvant.

Corollaire. Soit # = 5™ ou I’ (resp. = I, 5 ou 5. Soit ¥ (p,,) une
sous-catégorie pleine de U(py) (resp. de U(py) telle que A (py)C ¥ (py)).
Sie€WU(py)o et sir est une relation sur (P )y (€), il existe une (¥ (py ), (bx),)-
structure quasi-quotient de e par r.

En effet, ce corollaire résulte du corollaire du théoréme 1 (resp. du théoréme
1--3) et du théoréme 4.

6. Construction de catégories structurées quasi-quotient

Soit p= (M, p, H) un foncteur d’homomorphismes vérifiant les conditions
du n° 3, dont nous reprenons les conventions.
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Soit_e'=(C’,s)eA"(p)o et soit e=([CT],s); on a LIC1=LI{CT]
Si j=(C,j[C1)eF(p)o. A (D)., la relation L(j)(r(C)), ou r(C’) est la
relation construite au n°4, est la relation (C, 4, C) telle que

(x,y)e A si, et seulement si, il existe (f', f)e C'*C tel que
f¢Co, [¢C,, x=j(f).j(f) et y=j(f.f).
Nous désignons par %"(p) la catégorie (pq,)r servant a définir les pg,-structures
quasi-quotient (voir n°® 1). Si ]—(C L J, C) eZ(p), . A '(p), nous posons
LG)=(C, L(), LICY=ps(L(C ), [CD).

Théoréme 1. Supposons ¥ (p) C Z(p). Soient & =(C', s) € A" (p)o, e =([C]’,5)
et r une relation d’équivalence sur C. Si (j, r) est un (¥'(p), #"*(p))- (resp. si
i est un (¥'(p), A" (p))-) projecteur tel que a()=e et B()=¢, il existe une
(#(p), Pg)-structure quasi-quotient & de ¢’ par r si, et seulement si, é admet &
pour p,-structure quasi-quotient par L(j) (r(C’)) (resp. par L(j) (r(C)ur)).

Démonstration. Soit ZZ (CJ, [C]). Désignons par 7 la relation d’équi-
valence engendrée sur C par L(j) (r(C") (resp. par L(j) (r(C")ur)). Posons:

Z=7"(p).7(p).&7F), K=%(pyoZui(en},
Z'= 4V‘(p)() . f”(p) (e/a r) s K'= V(p)UZIU {(e/, 7')} .
On a
(rir)e A" (p), ou i=(C,s[CT).
Soit (I, r)e Z' et h' = pi (k). Puisque
(B.Lry=(H,r).(r, 1) e A (p).(e, 7)
et que (j, 1) (resp. que ]) est un (¥7(p), A "(p))-projecteur, il existe un et un seul
he ¥ (p)tel que i.j=F.i. Nous avons vu au n° 4 que L(#’) est compatible avec
r(C"); comme k' est compatible avec r, L(I') est aussi compatible avec r(C)ur.
L’égalité h L(j) = L(k') entraine que h est compatible avec 7. Par suite, en posant
wh,r)=(h,7), ona wh, reZ.
— Par ailleurs, soit
(k,yeZ, ov k=(S,kC).
On a L{k.j)=kL{j) et L(k.j) est compatible avec r(C’) étant donné¢ que k
est compatible avec L(j) (r (C)). On en déduit (voir n°4) que k.j définit un
néofoncteur de C’ vers S, c’est-a-dire
K=(S,k.j,CYex"(p).
Etant donné que j est compatible avec r (resp. que k est compatible avec
p(j) (r)), l'application kj est compatible avec r, donc
kK.rez et (kH=w,r).
Ceci montre que lapplication w : (7, r)—w(l, r) est une bijection de Z’ sur Z.
En posant

wie,r)=(,7) et w(g=g si ge?(p),
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on prolonge w en une bijection de K’ sur K, définissant un isomorphisme de la
sous-catégorie K'" de #""*(p) sur la sous-catégorie K " de ¥™*(p), admettant pour
restriction le foncteur identique de ¥"(p). Il s’ensuit que (i, ) est un (¥"(p), K )-
projecteur si, et seulement si, w(k',r) est un (¥ (p), K')-projecteur, ce qui
acheéve la démonstration du théoréme 1.

Symétrisé d'un graphe structuré

Si e=([C],s)e ¥(p)y, on posera e*=([C]* s); on a e* e ¥'(p), et [C]*
=[[C1*]-

Définition {. Soit e=([C],s)e¥'(p)y et u; =([C], s 4 50, [Clo). On dira
que € est un p-symeétrisé de e s'il existe un graphe [C,] tel que CnC, =[C],,
un ye 9'(p),.e tel que y=([C,]* 7, [C]) et y(x)=x si xe[C], et une somme
fibrée naturalisée (T, u,), (5, 4,)) dans 9'(p), ot Uy = ([C,], 7.(s  50), [Clo),
et &= p(v,). On appelle alors 0, (resp. ¥,) I'injection canonique de e (resp. de
BE)*) vers é.

Proposition 1. Supposons que p soit un foncteur d’homomorphismes saturé
et H' une catégorie a sommes fibrées finies. Si e =([C]’, s) € %'(p)o, il existe un
p-symétrisé é de e.

Démonstration. Soit [C]=(C, f,a) et soit y une bijection de C sur C,
telle que

CnCy=[C], et p(x)=x pourtout xe[Cl,.
Soit [C,]* =(C,, a3, f,) le graphe image de [C] par y. Il existe y € H,.s tel que
p() =y et, sis;=f(y) et [C,]=(Cy, B, 2,), on a:

([Cal.s2)e 9Pl et 7=([Co]* 7 [C])e ¥ (p),. e.
La restriction de y a [C], ¢tant I'identité, la p-sous-structure (s,), de s, est
identique a s,, car p(H,) opére sur p; (prop. 9, chap. III). Soit

Uy =SSy el Uy==5, ¢Sg=y.u;.

La catégorie H' étant a sommes fibrées finies, il existe une somme fibrée
naturalisée ((vy, u,), (v,, u,)) dans H'". Posons

5=, C=pB et [Clo=20,([Clo)=0:([Clo).

Fig. 16
Puisque ([C], s) et {[C,], 5,) sont des graphes p-structurés, il existe
diesg.H.s et dyesyg.H.s, telsque p(d)=o et pd,)=ua,.

Les relations
diuesqg.H.sy, et pld,u)=[Cly,, si i=12,
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entrainent d,.u, =d,.u,, car p est fidéle. Par définition d’une somme fibrée, il
existe un et un seul
desy.H.5 tel que d.vy;=d, i=12.

Soitd’=v,.u;.de3.H.5. Si x€ [C],, 1l existe y € [C], tel que x=1v,(y) et on a
dx)=d(,()=d, () =aly) =y

d'(x)= v (uy (d(x))) = vy (1, (v) =x.

Ainsi d’ est une rétraction & de C sur [C],. On voit de méme qu'il existe
i» Ou dlzﬁ et Lizzﬁz’
et que d” soit une rétraction f de C sur [C],. Par suite (C, B, &) est un graphe

orienté [C]eton a

et

d'es.H.s tel que d".v;=rv;.u,.

e=([C1.5)e % (p)-

De plus ¢ est une somme fibrée dans %'(p) de ([C]’, u,, [Clp), ([C,] us, [Clo))s
c’est-a-dire € est un p-symétrisé de e.

Corollaire 1. Soit P un foncteur d homomorphismes saturé et r~-engendrant
pour 4 et H' une catégorie a sommes finies>. Si e = ([C]’, 5) € 9'(p),, il existe
un p-symétrisé de e. k

En effet, H est une catégorie a sommes fibrées finies, d’aprés le corollaire 2
du théoréme 3-2. Si [G] est un symétrisé de [C] défini par la bijection y et si
s,=f(y), ou ye H, . s et p(y}=7y, alors (s 50, }-§  5,) admet pour somme
fibrée dans H '™ une p-structure quasi-quotient d’'une somme de (s, s,).

Corollaire 2. Soit P un foncteur d’homomorphismes saturé, e =([C]’, s)e
€ %9'(p)y et [G] un symétrisé de [C]. Si P est un foncteur a sommes finies et

—-étalant (resp. si p est a sommes fibrées finies), il existe un p-symétrisé ([C]’, 5)
de e tel que [C] soit un graphe quotient de [G] (resp. que [C]=[G]).

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration de la propo-
sition 1.[G] estune somme fibrée dans % de (([C], 1, [Cl,), ([C,]), 1, [Clo))- Sup-
posons que P soit r—-€talant et p a sommes finies. Il existe une somme S de
(s.5,) dans H ' telle que p(S) soit la somme de p(s) et p(s,). Par définition d’une
somme fibrée, il existe une bijection de G sur une classe quotient p(S)/r de
p(S). En vertu du corollaire 3 du théoréme 3-2, § est une p-structure quotient
faible de S par une relation 7 contenant r; par suite il existe une bijection g
de p(3) sur une classe quotient G/r’ de G. Puisque p est saturé, . est un foncteur
d’homomorphismes saturé et il existe ge %'(p),.¢é tel que p(g)=g. 1l sensuit
que B(7) est un p-symétrisé ([C]’, 5) de e tel que C = G/r’. L’égalité

([C], 21, [CD).([C), 1, [Clo) = ([T, 22, [C2D)-([C1]. 1, [Clo)

entraine ([C],7, [G])e ¥, car [G] est une somme fibrée dans ¥, c’est-a-dire
(prop. 33, chap. III) {C]=[G]/r. — Si p est & sommes fibrées finies, on peut
choisir 5 tel que p(3) = G et la démonstration s’achéve comme plus haut.

3 Voir Note p. 316.
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Soit e =([C]’, s) € %'(p), et soit €= ([CT,5) un p-symétrisé de e. Reprenons
les notations de la définition 1 et posons
Uingf’(ai)a = 1923 et ﬁ(y):([CZ]’ 52)* ;
Soit [G] le symétrisé de [C] défini par y, tel que G=CuC,. Il existe un et un
seul v=([C], 1, [G]) € ¥ tel que

(C), vy, [CY=v.(IGL 1 [C]) et ([C), 15, [C.D=0v.([G],1[C,)).
Soit
h=(S" h,[C])e Z,(p)o- H'(p).e et hy=(S,1.h.y"',[C,])eB(h). A" (p),

Fig. 17

ol p(I) est 'application g—»¢g~ ! de S dans S. Comme .4, = h,.1,, il existe un
et un seul
W=, h[Cl)ex'(p).é telque W.T,=h et W.T,=h,.
Le morphisme (S, h'y, [G]) est le symétrisé de (S', b, [C]); nous poserons
h' =h° et " =h"; on appellera h° un p-symétrisé de h. Si
E: (S 49 k: [C_] ) € yg(l’)o ‘%n/(p) E;
pour que k = (k.7,)7, il faut et il suffit que I'on ait
ko(f~Y=(ku(f)"* pour tout feC,
c’est-a-dire que (S, kv, [G]) soit la restriction & {G] de I' (S, ky,, [C]). En
effet, 1a condition est nécessaire. Si elle est vérifiée, soit
ki=k.t, et ky,=(S,Ikv.y™%[C,]).
Pour tout feC,ona
ko, (f ") =ko(f ") =Tkvy "(f " D=Lkv,y '(f "D =ko(f 1),

d’ol, p, étant fidele, k.7, =k, et, d’aprés la construction précédente, k = (k,)°.

Si r est une relation d’équivalence sur C, on notera r5 la relation d’équi-
valence sur C engendrée par v, (r).

Supposons de plus C’e A et [C]=[C’]. Nous désignerons par r;-(C ) la
relation L(v) (ry(C")) sur L[C], ou r,(C’) est la relation considérée sur L[G] au
n°® 4. Soit ; _

J=(CL 5 [C]) e Zyp)o. A (p). € ;

24 Math. Ann. 171
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la relation L(j) (rg(C ) est (, B,C),ouBa pour éléments les couples (x, y) tels
quiil existe (g, f)e C » C’ vérifiant: ge C—Cq, fe C—Cy,

x=jo(g). jo(f) et y=juv(g.f)
et les couples (x, y) pour lesquels existe f e C— [C], tel que

x=jo(f).je(f ™1 et y=ju(B(f))

x=ju(f ). jo(f) et y=jo(a(f)).

Théoréme 2. Soient ¢'=(C',s)e . #"(p)y et é=([C 1,5) un p-symétrisé de
e=([C]’, s). Soit r une relation d’équivalence sur C. Supposons qu’il existe un
(Z (p), H"“(p))-projecteur (j,r3) (resp. un (F(p), A" (p))-projecteur j) tel que
a(j)=¢ et B(j)=¢. Pour qu'il existe une (Z,(p), p)-structure quasi-quotient & de
e’ parr, il faut et il suffit que é admette & pour (Z,(p), ﬁg)—structure quasi-quotient
par L() (r5(C ") (resp. par LG) (rE(C ) ur2)).

Démonstration. Soit j=(C", j, [C]T) et désignons par 7 la relation d’équi-
valence engendrée par L(j) (ri(C")) (resp. par L(j) (r3(C)urs)). Nous reprenons
les notations précédant le théoreme et nous posons:

[Cl1=[C], Z'=F,(p)o. X" (p).(e.1) et Z=Fp)o.F(p).(&7).
Supposons

ou

H,rezZ et W=(S,hC).
Soit A" =(S", h'*, [C]) un p-symétris¢ de (S', b, [C]). Comme (], r;) (re
est un (F(p), #'*(p))-projecteur, il existe un et un seul h=(S,h Ce
tel que

sp- J)
F(p)
he=hj, etona L(}°=ph).L{).

(S, h'°p, [G]) étant un symétrisé de (S, i, [C]) et h’' définissant un néo-

foncteur de C~ vers S, 'application

L(S', B0, [G]) = L(F").p+(L(v))
est compatible avec r,(C’), d’apres le n® 4, de sorte que L(1'°) est compatible
avec rg(C) = L{v) (r4(C")). Puisque i’ = h'"p, est compatible avec r, la surjection
h'? est compatible avec v, (r) = r;; par suite L(h'?) est compatible avec rg(C)urz
Il s’ensuit que p(h) est compatible avec 7, d’ou

Wi, reZ si wi(h,r)=(h, 7).
— Par ailleurs, soit

k,)eZ et k=(Sk C).

L(k.J) = p(k). L(j) est compatible avec r2(C’)urz; il en résulte que k' =kjv, est
compatible avec r. Etant donné que k" est la restriction de kjv et que L(kjv)

= L(kj) L(v) est compatible avec r,(C"), la surjection k' définit (n°4) un néo-
foncteur de C vers S". Donc

K,r ez, ou kK=(S,kjuv,C).
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De plus, pour tout fe C-— Cy, les relations

LN H=ki(f ).k (f) =K (@(f)),
L&D S Y=k (N).ki(f =K (B),

ol f=wv(f)et f~1=u(f""), ont pour conséquence
kju(f ==& () ' =&jo() -
Les résultats indiqués avant le théoréme entrainent
kKo=kj et (kA=wi(k,r).
Ainsi w° est une bijection de Z’' sur Z. Soient K" et K’ les sous-catégories de
A7*(p) définies par
K=Z,puZuf(é )] et K'=F(ppuZuile.n);.
En posant
wie.ry=(¢6,F) et wig)=g si geF,p.
on obtient une bijection de K’ sur K, qui définit un isomorphisme de K' " sur K
admettant pour restriction le foncteur identique de # (p). Par conséquen:

(W', ryest un (#,(p), K"")-projecteur si, et seulement si, w"(l?, ryestun (F (p), K¢
projecteur, ce qu'il fallait démontrer.

Projection dans les demi-groupes structurés 1

Soit p,, la restriction de p , a la sous-catégorie pleine .4, de .4 ayant pour

unités les monoides. Soit .4,,(p) la catégorie produit fibré p v p,,; 'élément 2
hi=(h, (C. h, C))e.4,(p) sera représenté par le triplet (C h,Cy et 4 win
est identifiée a la classe des couples (C, s) tels que C e (4,)y, s€ Hj et p(s)= ("
Soit p,, le foncteur de . 4;,(p) vers .# tel que p,,(1) = p(h) et soit . ¥, (p) la sous-
catégorie pleine de .4, (p) ayant pour unités les (C' s)e. A4, (plor -+ (Pl
La catégorie &'(p) est une sous-catégorie pleine de .47, (p) et de .1, (p). Soit X
la classe des couples (C', h) tels que he H et (C,B(h)e .4,,(p)y. Soit ¥, (p)
la catégorie ayant Hu ., (p)u X pour classe sous-jacente, H et .4, (p) pour
sous-catégories pleines et telle que Papplication somme de p, de p,, ct de
Pz :(C', h)— p(h) définisse un foncteur fidéle p, de £, (p) vers .#. Si (C", hye X,
posons M(h)={(C, M(h), M(x(h))).

Théoréme 3. Soit e=(C", 5)e X' (p), et soit r une relation sur C. Supposons
qu’il existe un (A, (p). N, (D), (B))-projecteur (C'.j),r) (resp. (C', ) tel que 3+
a(f) =5, (C, B())=é. Pour qu’il existe une (Z'(p), p,)-structure quasi-quotient &
de e par r, il faut et il suffit que é admette é pour (S'(p), p,,)-structure quasi-
quotient par M) (r,(C")) (resp. par M(j) (r,(C)ur)).

Démonstration. La relation M(j) (r,(C’)) (voir n° 4) est la relation (C, B, C)
telle que (x, y)€ B si

x=j(f).j(f) et y=j(f".f), ou (f,f)eC =C

x=j(u) et y=j), ou ueCy et ueCg.

2614



346 CH. EHRESMANN:

Soit # la relation d’équivalence engendrée par M(j) (r,(C')) (resp. par
M(j) (r.(C’)ur)). Posons
Z=C(p)o.-Bn).(67) et Z'=C'(p)o. A" (p).(e,r).

Supposons

W,nez, ou W=(S,hC).
Puisque ((C ", j), r) (resp. puisque (C",j)) est un (A,,(p), Nn(p), (po))-projecteur
et que (S, i) e A,,(p)y. 2, il existe un et un seul

h=(S,h,C)eN,(p) telque h' =h.j.

Nous avons vu (n°4) que M(h') est compatible avec r,(C’), et par suite avec
r(C)ur, car i’ est compatible avec r. Comme M (1) = p(h). M(j), il en résulte
que p(h) est compatible avec 7, d’ou

w (', eZ si w(h,r)=(h#).
— Par ailleurs, soit

(k,eZ et k=(S,kC);

alors kj est compatible avec r; d’aprés les résultats du n® 4, kj définit un néo-
foncteur de C’ vers S, de sorte que I'on trouve

K=(S,k.jCrex'(p), (K,r)eZ et wik,r)=(kF).
Ceci montre que w, est une bijection de Z’ sur Z. Soient K et K'™ les sous-
catégories de (p,,) et de #"(p) respectivement définies par
K= (p)uZ'ufle,r)) et K=C(p)uZu{(én}.
wile,r)=(67) et wlg=g si geS(p),
on obtient un isomorphisme de K’ sur K. Donc (,r) est un (S'(p), K")-

projecteur si, et seulement si, w,(#,r) est un (&'(p), K')-projecteur, ce qui
achéve la démonstration.

En posant

Construction d’'un monoide structuré projection

Soit N T'ensemble des entiers positifs. Si h e H, nous posons

hW"=]]h, ou h;=h pourtout 1=<iZn.

Définition 2. Soit se Hy et C=p(s). Nous dirons que S est une p-somme
engendrée par s s'il existe une somme naturalisée (S, (v"),.y) de (s"),cn dans H’
telle que p(v")=(M(C), 1, C").

Théoréme 4. Si se€ H et si S est une p-somme engendrée par s, alors s admet
(M(C)', S) pour (N (D), Nu(p)s Lnlp))-projection, ou C = p(s).

Démonstration. Soit (S, ("),.x) 1a somme naturalisée dans H "~ définissant S.
Posons ~

e=(M(C).S) et j=(M(C),v")
et montrons que j est un {A,.(p), ,,(p), Z.(p))-projecteur. On a j e %, (p). Soit

h=(G,hye Npu(plo. Lulp).s et $=p(h).

262



Structures Quasi-Quotient 347

Montrons que, pour tout n € N, il existe i, € §. H.§" tel que p(k,) soit 'applica-

tion (fwr s J)= S St 00 (S s f1) EMIC).

En effet, il existe i, puisque p(k,) est la loi de composition de la classe multi-
plicative fortement p-structurée (G, $). Il existe ge(Sx §%).H,.5"*! tel que
p(g) soit la bijection:

(fn+lsfm ""fl)—)(fn+17(fm "':fl))a

car p est m-compatible; si k, est déterminé, on définit par récurrence
Kpy1=K,.(§ xk,).g. La famille (¥,. h"),.y admet une somme h'e$. H.S dans p
et p(h') est application M(h). Par suite

B =(G,n, M(C))e .N,(p).
On a h'.v! = h et, comme p est fidéle, i’ est Punique élément de A, (p) tel que
I'.j=h. Ceci prouve que j est un (¥, (p), A(p), £, (p))-projecteur.

Corollaire 1. Soit se H, et p(s)= C. Si s engendre une p-somme § telle que
S x S soit une somme de (s"xs"), oy dans H', alors (M(C),S) est une
(Aulp), L. (p))-projection de s.

Démonstration. D’aprés le théoréme 4, it suffit de montrer que (M(C)", S)e
e A7(p). Si n et n’ sont deux entiers, désignons par p}"" et pJ*" les projections
canoniques de s" x s" sur s et sur s" respectivement, par p" les projections
canoniques de s" sur s, ou 1 £i < n Posons

g =v" T P L P P DY L P S ]
Onag”"eS.H.s" x s"etil existeune somme g= » ¢""eS.H.(S x §)dans A",
ey
Comme p(g) est la loi de composition du monoide libre M{(C), on a
(M(C), S)e .7, (pho.

Corollaire 2. Soient e =(C', s)e A "'(p), et r une relation sur C. 8i s engendre
une p-somme S, il existe une (S'(p), P )-structure quasi-quotient & de ¢ par r si,
et seulement si, € est une {S'(p), p,,)-structure quasi-quotient de (M(C)', S) par
r{CHur.

En effet, ce corollaire résulte des théorémes 3 et 4.

Le corollaire 2 du théoréme 4 montre que, si p est un foncteur a sommes
dénombrables, la détermination des monoides quasi-quotient d’un graphe
multiplicatif p-structuré se rameéne a celle des monoides structurés quasi-
quotient d’un monoide structuré libre.

7. Quasi-catégories structurées
Quasi-catégories
Définition 1. On appelle quasi-catégorie un élément D = (C', B, a) vérifiant
les conditions :
1. C’ est une classe multiplicative et (C, 5, &) un graphe orienté, noté [D].

2. Si(g, f)eC'«Conaflg.f)=Plg) et alg.f)=0(f).
3. C % Cestlaclasse produit fibréa v B.Si(h,g)e C ' xC et(g, e C =,

alors h.(g.f)=(h.g9).f.
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Soit D=(C", , o) une quasi-catégoric. C" est une catégorie admettant [D]
pour graphe sous-jacent si, et seulement si, le graphe multiplicatif [D]" associé
a [D] est une sous-classe multiplicative de C’; dans ce cas, C’ est identifié & D.

Soit M une catégorie pleine d’applications telle que M, soit un univers.
Soit &’ la catégorie des quasi-foncteurs associée a .#, dont les éléments sont
les h=((C", B, a), h,(C, B, &) tels que

(C B, CleN et ((CB o) h(Cpa)e¥.

On identifie % a la classe des quasi-catégories (C', f, a), oit Ce .#,, et F a
une sous-catégorie pleine de #'. Soit p. le foncteur de F' vers .# tel que

ps(h)=(C, b C).

Proposition 1. Soit D=(C", B, 0)e F#;, les pgz.-sous-structures de D sont les
(C, B, 5) tels que C" soit une sous-classe multiplicative stable de C™ et (C, B &)
un sous-graphe de (C, B, ). Le foncteur pz. est un foncteur d’homomorphismes
saturé, m-compatible, résolvant a droite et faiblement r—-étalant.

Démonstration. pg. est évidemment un foncteur d’homomorphismes saturé,
I'image de D par la bijection ge .#,.C étant (Cy, i, a;), ou C; est la classe
multiplicative image de C " par g et (Cy, f,, ) le graphe image de (C, f, a) par g.
Il est n-compatible, car le produit dans F' de (C;, B;, a,);cs, OU I € .#, est

(cis 1A o)

iel iel iel
La démonstration de la premiére affirmation est analogue a celle du théoréme 6
chap. 111, et montre qu'un quasi-foncteur h tel que pgs.(h)e 4" est une pg.-
injection. Il en résulte que ps. est résolvant a droite et faiblement r—-étalant.

Une p; -sous-structure de D € % sera appelée une sous-quasi-catégorie de D.

Soit X la classe des triplets (D, h, [C]) tels que

D=(C'.p,o)eF; et ([Dh[GDe%,.

Soit ¥’ la catégorie ayant &' UXZ U% pour classe sous-jacente, F' et ¥ pour
sous-catégories pleines et telle que I'application somme de p,., de py et de

BZ : ((C .’ ﬁ) a)9 Lla [G])_’(C’ Ll’ G)
définisse un foncteur fidéle de ¥’ vers 4. )
Si [C] est un graphe orienté, nous désignons par L{C] la classe des chemins
(non nécessairement propres) de [C], c’est-a-dire des suites:
(o f1)EC™ telles que alf;.,)=p(f;) pourtout 1=Zi<n.

On identifie C a une sous-classe de I:[C].

Proposition 2. Si [Cle %, alors [C] admet pour (#', &')-projection la
quasi-catégorie (L[C], f, &), ou L[C] est une sous-classe multiplicative de
M(C) et ou o’ et ' sont les surjections de L[C] sur [C], telles que

d(x)=alf,) et Bx)=B(f) si x=(fn...f1)eLlC].

Démonstration. Soient

x=(fp ..., f)ELIC] et x'=(f., ..., f)eL[C].
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Comme x'. x est défini dans f,[C]' si, et seulement si, o'(x") = f'(x) et que

X'.X=(f,(", -'~af£5fm "'5f1)’
on trouve L[C]’ * LICl =o' v B 1l sensuit que (L[C]’, B, «) est une quasi-
catégorie, notée L([C]), et on a

j=(L(Ch, 1 [Che 2.

Soit he #;. ¥'.[C]; 'application

(fo s SO)=h(f). . h(f})
restriction de M(k) a_L[C] définit un quasi-foncteur L(h) de L([C]) vers B(h),
Cest-a-dire on a h= L(h).j. Les relations ' € #' et h=h'.j entrainent h'= L(h),
puisque L([C]) est engendrée par C. Donc j est un (¥, #’)-projecteur.

Définition 2. Une quasi-catégorie qui est une (¥ ', £')-projection d’un graphe
[C] est appelée quasi-catégorie libre; L([C]) est dite quasi-catégorie libre
associée a [C]. A

Une quasi-catégorie D =(C", f, o) est un quotient de L([D]). S'il existe une
partie B de C engendrant D et telle que Bnk(C '« C')=86, ou C=C ~[D],,
B est dit systéme de générateurs de D.

Théorémel. Soit D= (C', B, a) € #; et soit r(D} la relation (C, U, C) ou U
est la classe des couples (f.a(f), f)Y et (B(]). [, f). ou f € C. Alors D admet C'/F
pour (¥, F')-projection, ¥ étant la relation d’équivalence compatible sur C’
engendrée par r(D).

Démonstration. Soit i=(D, 1, [D])e &'. D’apres la proposition 2, il existe
un quasi-foncteur L(i) de L([D]) vers D, se réduisant a I'identité sur €. Si

xz(fm ’fl)Ei‘[D] >
nous désignons par X le chemin propre de { D] obtenu en supprimant de la suite
x tous les f; e [D], sauf un au plus. Alors x — % définit un p -épimorphisme
de L[D] sur L[D]". 1l en résulte que la relation d’équivalence ¥ compatible
sur C” engendrée par r(D) est définie par: )

g~g’ si, et sculement si, il existe xe L[D] et x'e L[D] tels que

=%, g=LOx) et ¢=LHK).
De plus elle est compatible avec « et . Soit h le p ,~épimorphisme de C* sur
C’/r et soit o’ et B’ respectivement les applications
h(g)—>h(x(g)) et h(g)—h(B(g)), ou geC.

La restriction de h a [ D], est injective ; une démonstration analogue a celle de
la proposition 11, chap. III, montre que (C'/F, §, &) est une quasi-catégorie
et que h est un pz.-épimorphisme. Comme
g.alg~g et P(gl.g~g pourtout geC,
on voit que C'/F est une catégorie. — Soit k=(S", k, D)e %,.#'. On a
k(fa()=k(). k(@) =k(f) et k(B f)=k(f)
pour tout f e C; par suite k =k’ h et, hétant un p,.-épimorphisme, on obtient
Sk, C/RHeF.
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Ceci prouve que C'/F est une (#, #')-projection de D.
Exemple. Si [C] € %,, la catégorie L([C])/r(L([C])) s’identifie a la catégorie
L{C] des chemins propres de [C].

Soit #' la catégorie des quasi-foncteurs relative 4 une categorie pleine
d apphcatlons M telle que # C .M et soit ,/% la saturante de .# dans .#. Soit
. le foncteur projection canonique de %' vers 4.
Proposmon 3. Py est dénombrablement engendrant pour M.
Démonstration. Soit D=(C’, B, a)e F' et soit Me.Z tel que O M CC.
Ona

M =MuaM)UBM)e .4

et M’ définit un sous-graphe [M'] de [D]. Soit M’ la classe image de LIMe.d
par Papplication

fr s S = S frs OO (fon o f1)ELIM].

Alors M’ € ./ et M est la sous-classe multiplicative stable de C’ engendrée par
M! D’aprés la proposition 1, M’ définit une sous-quasi-catégorie D' de D.
On en déduit que D’ est la- P, .-sous-structure de D engendrée par M, de sorte
que P;. est —-engendrant pour .#. Une démonstration analogue a celle de la
proposition 1-5 montre que P . est dénombrablement engendrant pour ./#.

Quasi-catégories p-structurées

Soit p= (4, p, H') un foncteur d’homomorphismes résolvant a droite et
n-compatible, oll .# est une catégorie pleine d’applications et .4, un univers.
Nous reprenons les conventions du n° 3.

Définition 3. On appelle quasi-catégorie p-structurée un couple (D, s) tel que

=(C,B.a)e Fy, ([D].s)e¥(p) et (C,sje.A(p).
_ Si((C B, ), s) est une quasi-catégorie p-structurée, il existe xes.H.s et
fes.H.s tels que pE)=(C, o, C) et p{f)=(C, f, C). Comme s+ s est une p-
sous-structure de s x s telle que p(s*s)=C'* C'=o v, on a (théoréme 6,
chapIV) sxs=3 v f.

Soit F'(p) la catégorie des quasi-foncteurs p-structurés, dont les éléments
sont les triplets (D5, h, D,), ou D;=(C,, B;,0;) € F, pour i=1,2,

(ID,1,h [D])e%'(p) et (Cyh Ci)e A (p).

Soit ps le foncteur de F'(p) vers .# tel que (D,, h, D{) — p(h).

Proposition 4. Soit ([C]', s) € 9'(p), et soit nun entier >0. Il existe une p-sous-
structure s*" de s" telle que p(s*") soit la classe [C]*" des chemins de [C] ayant
n termes. Si (D, s)e F'(p)o et si [C]=[D], il existe k,€s.H.s*" tel que p(K,)
soit Iapplication K,: (fu -5 J1) = fue ov- S, ou(fy, ..., f1)e L[C].

Démonstration. Soit p? la i-iéme projection canonique du produit s* sur s.
Désignons par & et f§ les éléments de s. H.s tels que

p(&):(c’ &, C) et p(ﬁ_)=(C, ﬁ5 C)
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Soitn>1,

W=t ph L plleH et wy=a""'[pf,..,pi_,]eH.
Si x=(f,, ...,f1)eL[C], on a

i) =(B(fu=1)> .-, BUf1)) et wh()=(a(f),....a(f2)).

Comme p est résolvant a droite, le couple (u}, u3) admet un p-noyau s*" et
p(s*™=[C)*".— Supposons (D, s)e #'(p)y, D=((C", B, ),s) et [D}=[C]. Si
n=2 ona [C]*?=C *C et p(s*?)=sxs; il existe donc ¥, € s.H.sxstel que
p(i,) soit la loi de composition de C’, puisque (C, s) est une classe multipli-
cative fortement p-structurée. Supposons démontré qu’il existe un &, vérifiant
les conditions de I'énoncé et montrons qu’il existe aussi &, ;. En effet, on a
g=[1" L 15" pi il e s x 8™ Hyos™ !
et p(g) est la bijection g:

(fn+1s ""fl)—)(frH-l!(fn’ !fl))

Les relations
g([c]*n+1)ccx [C]*n’ S*n+1r;Sn+1 Ct SXS*"[;SXS"

entrainent qu’il existe

sn+1

gesxs* . H.s tel que g7,

d’ott h=(s x k,).g € H. Puisque p(h) est Papplication h:
(fn+1afns--'afl)_)(frH-l:fn """ fi)a

on a h([C]*"*1)C C * C', et s * s étant une p-sous-structure de s x s, il existe

Wesss.H.s*"t!

tel que h'r;h.

Il en résulte que i, . i’ est un élément i, ; € s. H.s*"* ! répondant a la question.

Soit #"(p) la catégorie dont les éléments sont les i = (D, h, D) tels que
heH, (D,hD)eF et ([DI.h[D])e% (),

Papplication p,..: h— p(h) définissant un foncteur fidéle de " (p) vers .#. La
catégorie 4 "(p) admet F'(p) pour sous-catégorie pleine. Posons %'(p) = .#"(p)
ou F'(p).

Proposition5. p,,. est un foncteur d’homomorphismes (resp. d’homomorphismes
saturé si p est un foncteur d’homomorphismes saturé), m-compatible et résolvant a
droite. Si j=(D',j, D)e U'(p) et si jep; , on a j€(py);. Soit e=(C", s) e U (p),;
alors é est une (Z (p), ' (p))-projection de e si, et seulement si, é est une (F (), Pa)-
structure quasi-quotient de e par r(D).

Démonstration. Les résultats obtenus dans [3] sur les catégories structurées
s’étendent immédiatement aux quasi-catégories p-structurées, car les démon-
strations utilisent seulement Pexistence de ¥ et de B, et non le fait que les
éléments de C, sont des unités de C'. En particulier si (D, s) est une quasi-
catégorie p-structurée et si (C', §, &) est une sous-quasi-catégorie de D et § une
p-sous-structure de s telles que p(§) = C, alors ((é‘, B, a), §) est une sous-quasi-
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catégorie p-structurée de (D, s) (i.e. une pg.-sous-structure de D). Par suite des
raisonnements analogues a ceux faits pour prouver les propositions 1-3 et 3-3
peuvent étre faits. — Si e=(D, s), soit # la relation d’équivalence engendrée
par r(D). D’aprés le théoréme 2, on a

he F(p)o. %' (p).e si, et seulement si, (7, #)e F(p)o.(Pa) (e, 7).

La proposition en résulte.

Supposons que p soit le foncteur restriction a H = ;P1 (M) de P=(4,P,H’)
(n° 3).

Théoréme 2. Soit " (p) C F(p). Si P est (M, V")-résolvant (resp. si P est un
foncteur d”homomorphismes saturé r—-étalant, resp. dénombrablement engendrant
pour M), si e € U'(p), et sir est une relation sur p, (e), il existe une (¥"(p), Py}
structure quasi-quotient de e par r; U'(p) est une catégorie a ¥°(p)-projections.

En effet, la démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoréme
1-3; si P est r-étalant (resp. dénombrablement engendrant pour .#), il est
(.#,¥")-résolvant en vertu de la proposition 4-3 (resp. du théoréme 1-5).

Soit #’(p)la classe réunion de #™"(p), de %'(p) et Z'(p) o1 2" (p) est la classe des
toiplets h=(D,h, C) tels que

(D, Bh)) e A"(plo, (C',alm)eF'(p)o et ([D],h, CHeF (p).
On munit %’(p) d’'une structure de catégorie telle que #™"(p) et ¥'(p) en soient
des sous-catégories pleines et que l'application somme des applications

Dy ey Py €t
B be by ioph) si HeZ(p)
définisse un foncteur fideéle p,. de £'(p) vers .

Si h=(D, h, C’) e Z'(p), le quasi-foncteur L(D,h, [C ']) défini dans la pro-
position 1 est (D, L(h), L{{C ]));on pose L(k)=(ps (D), L(k),L[C]).

Soit C e .45. Nous désignons par #(C’) la relation (L[C . 4, L[C
est la classe des couples

(9./)9.f) telsque (9.f/)eC=C".

Si [G] est un symétrisé du graphe [C’], soit 7,(C’) la relation (L[G], B, L{GY),
ou B est formée des couples (x, y) € A et des couples

(7B et (f L) alf), telsque feC.
Supposons de plus e=([C']’, s) € 9'(p)o; soit €=([C], 5) un p-symétrisé de e
défini a l'aide de l'isomorphisme 7; soit o; (resp. ¢,) I'injection canonique de e
(resp. B(5)*) vers & Nous avons vu (avant th. 2-6) qu’il existe v=([C], o [G])
tel que T, et T, soient des restrictions de p. Soit L(v) le quasi-foncteur de L(G))
vers L([C)) _qui est une (#', #')-projection de v. Nous désignons par FC)
la relation L(v) (#,(C").

Théoréme 3.  Supposons ¥ (p)=%(p) (resp. = Z,(p)). Soient e =(C,s)e
e (p)o, e=([C'],s), &€ un symétrisé de e et r une relation sur C. Soit j un
(7 (p), #"(p), & (p))-projecteur de source e (resp. €), de but é. Pour qu’il existe
une (¥"(p), Py-)-structure quasi-quotient & de €' par r, il faut et il suffit que é

CD,o
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admette & pour (¥7(p), px)-structure quasi-quotient par L() (F(Cyur) (resp. par
LG) ((Cors). )

Démonstration. Soit h=(S", h, LQ[C']))e,@O.f’. Pour que (S, ht, C') soit
un néofoncteur et que I'on ait A= L(S", hy, [C’]), il faut et il suffit que A soit
compatible avec #(C’) (la démonstration est analogue a celle faite au n°4
dans le cas de L[C’]). Si [G] est un symétrisé de [C'] et si

W =Sk, LAGY) e (F)o. 7.

onah'(f H=(Hh(f)""'sifeC,
(S.h1,CYeF et W=LES,h,[G])’
si, etseulement si, &’ est compatible avec 7,(C’). Par suite le raisonnement utilise

C
pour prouver le théoréme 1-6 (resp. 2—6) peut étre utilisé pour démontrer e
théoreme 3.

Construction d’une quasi-catégorie p-structurée projection
Définition 4. Soient s;e H pour toutiel et p{s)np(s;)=0sii=i oni,i'cl

On dit que (s));,.; admet § pour p-somme ¥il existe une somme naturalisée
(5, (¢)er) dans H' de (s)iey telle que p(v)=(Up(si). 1 plsi).
iel

Théoreme 4. Soit e =([C], s)e ' (p), et soit s*" la p-sous-structure de 5"
telle que p(s*"y=[C1*" (prop. 4). Si (s*"),.x admet une p-somme 5, alors ¢ admet
L(e)=(L([CY), $) pour (F'(p), " (p), L (p))-projection.

Démonstration. Soit (s, ("),.n) la somme naturalisée dans H' telle que
p(") e 4" On a p(5)= L[C]. Reprenons les notations de la proposition 4. Les

familles (0 Ep S e e et (6 Bl 5

admettent respectivement des sommes & € §.H.§ et f'e$. H.§ dans H’

telles que . . _ . -
p(@)=(L[C], o, L[C]) et p(f)=(L[C] B, L[C]),
ol L([C))=(L[CT, B, &) (prop. 2). Par suite

(LICL B, ), )% (p)o et Lie)=(L(ICI),$)e " (p)o.
De plus

K

7=(L{CD. 0", [CT) € H " (P)o. £ (). .
— Montrons que j est un (F'(p), #(p), £ (p))-projecteur. En effet, soit
F=(D,h [C))eF (). L (p).e, D=(C,Ba) et 5=ph).

D’apres la proposition 2, k se prolonge en une surjection L(h) définissant un
quasi-foncteur de L([C]) vers D. Si x=(f,, ..., f,)€ L{C}, on a

xep(s*™) et h'(x)e[D]*",

de sorte que le composé h(f,)..... h(f,) est défini dans C". Posons h*! =#.
Pour tout entier n> 1, soit K,e§. H.§*" I'élément relatif a (D, 5) construit
dans la proposition 4. Les relations

s¥ros", hted H.s", $o§ et h(p(s*") Cp(8*7)
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entrainent qu’il existe
h*";h" tel que h*"e§*".H.s*".

La famille (X,.h*"),.x admet une somme h'e§.H.§ dans p et on a W =L(h).
Il s’ensuit

W.vt=h, I?=(D, h, f,([C]))ef”(p) et W.j=h. —
Par ailleurs, si i
= (D, 1", L(IC]))e #'(p) etsi hj=h,

on a p(h")=p(h')= L(h) d’aprés le théoréme 1, et par conséquent h” =h’, car
pg- est fidele. Ceci montre que j est un (F'(p), A" (p), &£’ (p))-projecteur.

Corollaire 1. Soit p un foncteur a sommes dénombrables. Soient ¢’ =(C, s)e
€A (P)o, e=([C], 5) et € unp-symétrisé de e. Sirest une relation sur C, pour qu’il
existe une (¥'(p), py-)-structure quasi-quotient é de ¢'par r, il faut et il suffit, si
ona ¥ (p)=ZF(p) (resp. =F,(p)), que L(e) admette & pour (V" (p), px)-structure
quasi-quotient par F(C')ur (resp. par F&(C')urg).

En effet, ce corollaire résulte des théorémes 3 et 4.

Corollaire 2. Supposons p d sommes dénombrables. Soit e=(C', sye A (p)o
et soit r une relation d’équivalence bicompatible sur C’ telle qu’il existe une p-
structure quotient § de s par r. Pour qu’il existe une (F(p), py)-structure quasi-
quotient & de e par r, il faut et il suffit que € soit la (F(p), py-)-structure quasi-
quotient de L([C'/r]’, §) par F(C'/r).

En effet, il existe un graphe multiplicatif C'/r quotient de C " par r (théo. 6,
chap. II) et ([C'/r], §) est un graphe p-structuré quotient de ([C'}, ), d’apres
la proposition 135, [2]. Par suite é = (C'/r, §) est une p,-structure quotient de e
par r. Le coroliaire 2 résulte donc du corollaire 1 et de la prop. 5—1.

Cas particulier. Soit p un foncteur a sommes dénombrables. Si P est
(M, F)-résolvant et si e=(C’, s)€ A "'(p)y, alors e admet pour (ZF(p), £ (p))-
projection la (F(p), py)-structure quasi-quotient de L([C],s) par #C’). Si
e € F(p),, comme e est une (F(p), A" (p))-projection de e, Cest une (F(p), py- )
structure quasi-quotient par #(C’) de la quasi-catégorie structurée libre
L([CT, s).

Le corollaire 1 du théoréme 4 montre que, si p est a sommes dénombrables,
la détermination des (¥7(p), p4-)-structures quasi-quotient d’un graphe muiti-
plicatif p-structuré se raméne a celle des (¥7(p), py-)-structures quasi-quotient
d’une quasi-catégorie structurée libre, si ¥ =% (resp. si ¥"=4, et si tout
graphe p-structuré admet un p-symétrisé).

Définition 5. On dira que p est un foncteur 4 sommes dénombrables
régulieres si p est un foncteur a sommes dénombrables et s'il vérifie les conditions,
ou s, Hy:

L. Sis,rys, pour tout neN, ona Y, $,73 3. S

neN neN

2. L élément ( Y s,,) X < y s,,) est isomorphe dans H' a Y, (s, X s,).

neN neN n’,neN

Proposition 6. Soit e=([C]’, s) € 4'(p)o. Si p est un foncteur d sommes dé-
nombrables réguliéres, L(e) (th. 4) est une quasi-catégorie p-structurée.
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Démonstration. 11 existe une p-somme S engendrée par s et une p-somme §
de (s*"),.n. Comme s*"—s" pour tout ne N, on a §—S. De plus § x S est iso-
neN p ; ; p .
morphe dans H'a ) s"xs" et$x §estisomorphedans H'a ) s*"xs*".
Puisque n,n'eN nweN
s¥"x s*" —s"x s, pourtout n,neN,

on en déduit § x §r,; S x S. Les conditions du corollaire du théoréme 4—6 sont
vérifiées ; aussi existe-t-il g € S. H. S x S tel que p(g) soit la loi de composition de
M(C)". D’aprés le théoréme 4, on a L(e) = (L([C]), §) e #""(p). Etant donné que
p est résolvant a droite, il existe §* §r, 8% § tel que p(§* §)=L[C] = L[C]"
Les relations
gp$*$)CpS), ;7S et §x5,8x8§
entrainent qu’il existe
Ke$ H.§+5 telque K ryq.
Par conséquent p(x”) est la loi de composition de L[C]. Ceci montre que
L(e)e ' (p)o.
8. Applications

Nous reprenons les notations des n® 3—6—7.

Généralisation des résultats précédents

Soient H'" et H”  deux sous-catégories de H' contenant H, stables par
produits et vérifiant la condition (o) relativement a (4, p) (déf 4, chap. III).
Nous désignons par %, (p) (resp. %,(p)) la sous-catégorie pleine de % (p) ayant
pour unités:

les couples (G, s) tels que ([G ], s) soit un graphe (p, H')- (resp. (p, (H', H'))-)
structuré si % (p) = #"'(p) ou ¥'(p),

les e € %(p), tels que e soit de plus un graphe multiplicatif p(H’, H")- (resp.
p((H', H'), H")-) structuré, si Z (p) >%(p) ou si #(p)=A"(p), A" (p).

¥1(p) et ¥,(p) sont obtenues de méme a4 partir de ¥"(p). Soient py, et fy,
les foncteurs restrictions de p, a %,(p) et a %, (p) respectivement.

Définition 1. On appelle quasi-catégorie p(H', H")- (resp. p(H’, H'),H")-)
structurée une quasi-catégorie p-structurée (D, s) telle que ([ D], s) soit un graphe
(p, H')- (resp. (p, (H', H'))-) structuré et que I'on ait k€ H" ou K est I'élément de
s.H.sxs tel que p(r?) soit la loi de composition de D.

Soit F/(p) (resp. %, (p)) la sous-catégorie pleine de & '(p) ayant pour unités
les quasi-catégories p(H', H")- (resp. (p((H', H'), H")-) structurées. Soit

W,p)=#Qp) si W=N, Ny Lm A" ou £,
Ui(p) = F/(p) ou A"(p). Le foncteur restriction du foncteur projection g de #~
ou F' vers MH a W; ou F, est désigné par q,

Supposons que p soit la restriction a P (M) de P=(4, P, H"). Soient H'~
et H”" deux sous- catégories de H' stables par produits et vérifiant la condition
(o) relativement a (4", P); soit H=Hn~H et H"=HNH".
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Nous désignons par proposition x; (resp. théoréme x; ou corollaire;), ou
i=1,2, I'énoncé obtenu en remplagant dans I'énoncé de la proposition x
(resp. du théoréme x ou du corollaire) chaque lettre de ronde % par #,. Nous
faisons la méme convention relativement aux définitions. Nous désignerons
par énoncé x; I'’énoncé obtenu en remplagant dans I'énoncé x les lettres ¥, #
et # seulement par ¥, #; et %, oui= 1, 2. Si un mot défini dans la définition y
est utilisé dans I'énoncé x, il sera remplacé dans I’énoncé x; ou x; par le mot
correspondant défini dans la définition y,.

Théoréme1. a) Les propositions 1,3, 2,-3, 3,-3, 4,-3, 5,=7, les théorémes
1,-3, 1,-5, 1,6, 2,—6, 3,6, 2,—7, 3,—7 et leurs corollaires ; sont vrais ainsi que
les théorémes 1,-3, 1:=5, 1;—6, 2;—6, 4;—6, 2.7, 3\—T et 47, si i= 1, 2.

b) Les propositions 5,-3, 51-3, les théorémes 1,—4, 1\—4, 2,—4 et leurs
corollaires 1 sont vrais st H" = H et si H'™ est une sous-catégorie saturée de H'.

Démonstration. a) 1l résulte des proposition 1-3 (resp. 5) et théorémes 9
et 16 [2] que Py, (resp. py,) est un foncteur d’homomorphismes n-compatible.
Par ailleurs, soit e=(C", 5) € #{(p)o; si C’ est un sous-graphe multiplicatif de
C'etsiona §rysetp(s)=C,alors (C, §) est une Px-sous-structure de e, d’apres
la proposition 15 [2]. Si de plus e=(C', s, s') € 47 (p)o €t si §' est une p-sous-
structure de s’ telle que p(5)=C xC, le triplet (C', §, §) est une p,-sous-
structure de e. Il s’ensuit que la démonstration des énoncés x se transpose
immédiatement au cas de I'énoncé x; ou xi.

b) Supposons H” = H. Pour pouvoir adapter la démonstration de I’énoncé x
pour prouver I'énoncé x;, il suffit de savoir que, avec les notations de la démon-
stration de laproposition 5-3, ((Cy x Co)*, sy X s,) est un groupoide p(H', H)-
structuré : or ceci résulte de la proposition 30 [3], puisque H,C H'.

Remarque. En général, la proposition 5,-3, et par suite les théorémes 1,—4
et 2,—4 ne sont pas vrais, car ((Cy x Cg)*, 5o X So) peut ne pas appartenir a %, (p).

2. Dans les théorémes généraux de [2] et [3] ainsi que dans les démonstra-
tions de cet article, 'hypothése que p vérifie la condition (E;) (prop. 8, chap. II)
est seulement utilisée:

a) Pour démontrer que les foncteurs p,, vérifient (E,);

b) Dans les théorémes supposant que p est un foncteur dhomomorphismes
sature.

Par suite les théorémes des n° 3, 6 et 7 sont aussi vrais si on remplace la
condition que p est un foncteur homomorphismes par la condition: p est un
foncteur fidele tel que p, soit bien fidele.

Cas des foncteurs r-étalants

Supposons que P soit un foncteur d’homomorphismes saturé et —-étalant.
Soit H'® une sous-catégorie de H' contenant H,, vérifiant la condition (o) et
stable par produits dans H'. Les résultats des n° 6 et 7 permettent de compléter
les théorémes du n°4 comme suit.
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Comme H " est une catégorie 2 sommes finies 3, c’est une catégorie 3 sommes
fibrées finies (corollaire 2, th. 3-3) et tout e e ¥'(p), admet un p-symeétrisé e,
d’aprés le corollaire 1 de la proposition 1-6.

Soit ¢’ =(C", s)e A (p), et r =(C, A4, C) une relation d’équivalence. Posons
e=([C'], s) et désignons par & un symétrisé de e. D’aprés le théoréme 1;-3,
il existe des (77(p), " (p)}-projecteurs

iy, r) de source (e,r) et (i, ra tel que a(fy)=e=([C],53).
Soit
ey =(Cy,sy)=B(y) et &,=p(3)=(Gy,5y).

Théoréme 2. Si r est élémentaire sur C', alors € admet pour (¥1(p), P )
Structure quasi-quotient par r: _

L. la pg -structure quotient faible de ez par L{jz)(r(C)) si " =

2. la pz,;structure quotient faible de ez par L(jz )(r(C) si ¥"=

3. la (#,,(p). p# )-structure quotient faible de &z par L(jy )( "(C ))
V=7,

Démonstration. D’aprés le théoréme 13-3, il existe un (¥7(p),#"(p))-pro-
jecteur ji- de source e’ de but e} =(Cy, §,). Le théoreme 17-4 montre que
L(j’z) et L(j =) sont des surjections de L[C] sur C et sur C respectivement.
En vertu du théoréme 1,-6, il existe un (%, (p), #; (p)) -projecteur (i, 7) de source
(e5, ) de but 5, ot F est la relation d’¢quivalence engendrée par L) #) (r(C)),
et on a L(j). L(],)—u(],) ainsi L(7) est une surjection. Comme L(i) = p (i},
il en résulte que i est un p -épimorphisme (prop. 6-1). — La deuxié¢me affirma-
tion se démontre de méme, en utilisant (th. 1}-4) que I’ (1, yetI' (]9 ) sont des
surjections de L[G] sur € #, etsur C 5 respectivement. — D’apres I théoréme
24-6, il existe un (F, ,(p), 7{(p)) prOJecteur (7, #), en désignant par 7' la relation
d’équivalence engendrée par L(j’) (r3(C)), tel que a(i’) =&, et B(i') = =e¢; etona
J2,=0.Jy dou L(GZ)=i.L(%), si i=pz().

Soit v=([C], z, [G]) 'homomorphisme considéré dans la démonstration du
théoréme 2—-6. Nous avons vu dans ce théoréme que

m® =(C;,. J£,v [G])
est un symétris¢ de m= (Cf,-g, j’gg, [C]); par suite
rm= Lm’) = L(C;,.J¢,, [C . L@).

Or le théoréme 1;-4 dit que I'(m) est un pg-épimorphisme de L[G] sur C 7,
Puisque _

p#(F(m)=1i".L(jz). p=(L(v)),
on en déduit que i’ est une surjection, c’est-a-dire que i’ est une Bz, Z14P))-
surjection.

Corollaire. Supposons que r soit la relation i(C) et que p admette une section
maximale. Alors e, admet une pg -structure quotient faible par L(j;)(r(C’))

3 Voir Note p. 316.
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de la forme (N(C)),3) et &5 une (Z,(p), ps)-structure quotient faible par
L) (r4C)) de la forme (I'(C),3), si H=H'".

En effet avec les notations précédentes, Cg, Cg, Cfg et G, sont iso-
morphes respectivement & L[C]’, N(C’), I'(C’) et L[C]" d’aprés le théoréme
3—4, de sorte que le corollaire résulte du théoréme 2.

Supposons de plus que p soit a sommes dénombrables réguliéres. Soit S une
p-somme engendrée par s. D’aprés le corollaire du théoréme 4-6, on a M(e)
=(M(C), S)e A,(p); en vertu de la proposition 67, il existe §e=S tel que
L(e)=(L([C]), §) e F'(p).

Théoréme 3. Si r est élémentaire sur C’, alors ¢ admet pour (¥1(p), Px)-
structure quasi-quotient (C',3) par r:

1. la (8(p), p.)-structure quotient faible de M(e) par r(C)ur si ¥ =&
et e F(p)o-

2. la (¥1(p), pz)-structure quotient faible de Lie) par F(C)ur si ¥ =
(resp. de L(€) par Fy(C)urz si ¥ =F,).

Démonstration. D’apres le corollaire 3| du théoréme 1-4, ¢’ admet une
(81(p), P )-structure quasi-quotient (C, 3 par r telle que C soit une classe
quotient de M(C); la lére partie se déduit donc du corollaire 2, du théoréme
4-6. — Si v = #, il existe une (F,(p), p,-)-structure quasi-quotient &=(C", )
de ¢'par r et C" est un quotient de L[C]" d’apres le théoréme -4, et une
(Z,(p), - )-structure quasi-quotient de L(e) par #(C)urde L(e)parre(C Yur;,
en vertu du théoréme 3,-7. Comme L[C’] est un quotient de L[C], 1a classe C
est un quotient de L[C’], et par suite une démonstration analogue a celle du
théoréme 2 prouve que & est une (¥](p), p,)-structure quotient faible de L(e).
La 2éme affirmation se démontre de méme.

Corollaire. Si p admet une section maximale, M(e) admet une (S'(p).j3)-
structure quotient faible par r,(C') de la forme (S(C), 3).

En effet, ce corollaire résulte des théorémes 3 et 3—4.

Exemples. Les foncteurs p, et p,, projection vers .# de la catégorie I
des applications continues et € des applications ordonnées respectivement,
sont des foncteurs d’homomorphismes saturés et r—-étalants. De plus ils
sont a sommes dénombrables régulieres. La sous-catégorie Q' de Q formée
des applications ordonnées strictes [5] est stable par produits, contient €, et
vérifie la condition (g) relativement a (4", p,). Par suite les théorémes 3 et 4
s’appliquent a p, p,, et a (pg, '). En particulier, on en déduit des théorémes de
projection des graphes multiplicatifs topologiques, po-structurés ou ordonnés
dans les categories et les groupoides topologiques, py-structurés ou ordonnés.
Le résultat selon lequel A7 (pg) et A7 (po) sont des catégories a F (p,)-projections
et & %, (pg)-projections respectivement a été démontré par S. LEGRAND. La
construction du théoréme 1-4 a été inspirée par sa construction (qu'elle
généralise) [10]. Cet exemple montre d’ailleurs I'intérét d’introduire des quasi-
catégories p-structurées. En effet, soit e=(C’, <)e %'(py), et soit L(e) la
quasi-catégorie p,-structurée (th. 4-7) (L([C]), <), ou

(for s SO<(fows .-, f1) s, et seulement si, m=n et f/ < f; pour tout i<n.
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La catégorie L[C']’, munie de la relation d’ordre induite par (L[C), <), n’est
pas une catégorie Q-structurée. Remarquons que L(e) n’est pas toujours une
quasi-catégorie ordonnée (i.e. p(€’, Q)-structurée) si e est un graphe ordonné.

Foncteurs dénombrablement engendrants pour

Soit p=p,, ot # =4 #7 ou #™, Alors p est un foncteur dénom-
brablement engendrant pour .# (th. 2-5 et 3-5) et a sommes dénombrables
réguliéres. Si e € 4'(p),, il existe donc

L) e Z'(p), et Mle)e A, (p)

d’apres la proposition 67 et le corollaire 2 du théoréme 4—6. De plus # est
une catégorie a .#,-sommes finies, donc une catégorie a .4 -sommes fibrées
finies (cor. 2, th. 3-2), de sorte que e admet un p-symétrisé, en vertu du corol-
laire 1 de la proposition 1-6.

Théoréme 4. Soit p=p,, ou H =975 I ou F' et H' =Q N H. Soit

e=(C,<)eX(p), e=(CT, <)

et rune relation sur C. Alors ¢’ admet pour (F(p), p-) - (resp. pour (Sy(p), py)-/
structure quasi-quotient & par r une (F,(p),pz) - (resp. une (S\(p), p,, )~
structure quasi-quotient de L{e) par #(C’)ur (resp. de M(e) par r(C)ur). Si
€ est un p-symétrisé de e, alors ¢’ a une (#, ,(p). Py )-structure quasi-quotient &
par r qui est une (Z, D) b z)-structure quasi-quotient de L(€) par F(CYUr,.

En effet, P, est (#, #;)-résolvant d’aprés le théoréme [ -5, car #" est unc
sous-catégorie de # stable par produits contenant ., et vérifiant (o). Donc
il existe € et, en vertu du théo. 3,-6, & est une structure quasi-quotient de
Lie) (resp. de M(e)). De méme il existe &' et, d’aprés le théoréme 3,-6,¢ est une
structure quasi-quotient de L(é) par #(C)urs.

Théoréme 5. ¥ (p,.) est une catégorie a ¥ (py)-projections, si ¥ =F ou
Fy et py =M, pg1, F)).

Démonstration. Soit e={(C’,C*)e A '(py)o. D’aprés le théoréme 2-5,
il existe un (¥ (p,), #"'(p,-))-projecteur j’ de source e de but (C", C*). La démon-
stration du théoréme 2-5 prouve que les applications source et but de C*+
définissent des foncteurs de C’ vers C', Cest-a-dire on a:

e;=(C C)e A (py).
Nous savons alors qu'il existe un (¥"(p,.), #”(py))-projecteur j” (cor. 2, th. 1-5)
de source ¢,, de but (S*, S°). En vertu du théoréme 4 [3], on a
é=(S, S e (py).

L’application j”j" définit un néofoncteur de C’ vers S et un néofoncteur j de
C* vers §*, de sorte que 'on a

J=(8j, CYe A (py)-e.
— Montrons que j est un (¥"(p,), X" (p,))-projecteur. En effet, soit
h=(K',h, C)e¥ (py)o. # (ps).€.
25 Math. Ann. 171
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Il existe un et un seul

W=,k C)e?(p,) telque H.j=h.
En posant h} =(K ', i, C), on obtient
—(1 =(K*, hj, CNL)GV(PV)O-Q{'(P?)-Q .
Il existe donc un et un seul

By =(K* hi, SYe ¥ (py) telque hi.j" =Hh,.
Il s’ensuit
W =(K4hy, SYey et W'=(K,h',S)e? (py).
Les égalités
h//j :—I/l/:l'/l‘jl :h,{j”j’ =b/Lj/ :h/j/ =h

entrainent #”.j= I, ce qui achéve la démonstration. ~

Corollaire. Tout graphe multiplicatif double admet pour (F (pz), V' (py))-
projection une catégorie double et pour (#,(pz ), A~ (py-))-projection un groupoide
double.

En effet, ceci résulte du théoréme précédent.

Soit p=pz ou p,.. Alors p est un foncteur a .#,-sommes et a sommes
dénombrables réguliéres. D’aprés le théoréme 4-2, % et A" sont des catégories
a .#,-sommes fibrées. Supposons:

e=(C,CYeX"(p) et e={(C},CH.

Nous désignons par a* et f* les applications source et but dans C*. D’apres
le corollaire du théoréme 4-6, e admet une (A, (p), %, (p))-projection

M(e)=(M(C), M(C)").
D’aprés la proposition 6-7, e admet une (F'(p), &' (p))-projection
Lie)=(LACT, LICTH),
ol la loi de composition | est définie par

(for s SO S s SN U L S s f1 LS D)

si, et seulement si, m=n et a*(f]) = () pour tout 1 <i<n. Le coroliaire 2
de la proposition 1-6 affirme que e admet un p-symétrisé &=([C]’, C*).

D’aprés le corollaire 2 du théoréme 4-7, toute (S'(p), py)-structure
quasi-quotient de ¢’ par r est une (&'(p), p,,)-structure quasi-quotient de M(e)
par r.(C)ur. En vertu du corollaire 1 du théoréme 4-7, une (% (p), p5)-struc-
ture quasi-quotient de e’ par r est une (F (p), p5)-structure quasi-quotient de
L(e) par #(C)ur, et une (#,(p), bx)-structure quasi-quotient de e’ par r est
une (Z,(p), ps)-structure quasi-quotient de L(é) par #{(C)urs.

Théoréme 6. Soit p=p,. et soit & un p,.-symétrisé de e. Si r est élémentaire
sur C', e admet pour (¥°(p), Py )-structure quasi-quotient & = (C", CY) par r:

L. la (Z(p), pz)-structure quotient faible de L(e) par F(C')yur, si V' =F ;

2. la (#,(p), Pz )-structure quotient faible de L(&) par #,(C')yur, si V' =%,;

3. la (8'(p), p.)-structure quotient faible de M(e) par r (C)ur, si V" =G
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Démonstration. e admet un p,,.-symétrisé &= ([C]", C*) tel que [C] soit un
symétrisé de [C’], d’apreés le corollaire 2 de la proposition 1-6, de sorte que

F(C)=F,(C) et r;=(C,R,C) si r=(C,R,C).

Si¥ = F (resp. =%, resp. =), C’ est, d’aprés le théoréme 25, une catégorie
quotientde L[C'] (resp. de L[C]’, resp. de M(C)’) et un raisonnement analogue
a celui utilisé pour montrer le théoréme 2 prouve que & est une (¥'(p), p,)-
structure quotient faible de L(e) par HC')ur (resp. de L(&) par FAC )T, resp.
une (S'(p), p,.)-structure quotient faible de M(e) par r (C')ur).

Corollaire. Si p = p,- et si & et &' sont des (F(p), Py )-structures quasi-quotient
de e et de e respectivement par la relation élémentaire r, alors é est une pz-
structure quotient de &',

En effet, 1a démonstration est analogue a celle du théoréme 2.

Remarque. Soit p=p,: le p,.-symétrisé ([C]’, C*) de e n'est pas un p-
symétrisé de e car C* n’est généralement pas une catégorie. D’aprés le corollaire
3, proposition 1-6, et le théoréme 4-2, le pz-symétrisé de e est ([G]', G*), ot
G* = N(C*), de sorte que 7%(C") = v(C) (#,(C")), si (N, v) est le foncteur (#, 47)-
projection canonique. On peut donner des exemples dans lesquels une
(F(p), A" (p))-projection de e est seulement une (F(p), p5 )-structure quasi-
quotient (et non quotient faible) de L(e).

Catégories structurées quotient par une sous-catégorie

Soit p un foncteur d’homomorphismes sature. Soit J(p) lidéal de #(p)
formé des foncteurs p-structurés (C', h, C’) tels que (C', b, é‘) appartienne 2
lidéal J, de & (Cest-a-dire que h(Cg) C Cp).

Définition 2. Soient e =(C’, s)e #(p), et G une sous-catégorie de C'. On
dira que e admet ¢ pour catégorie p-structurée quotient par G~ 5'il existe une
pz-sous-structure e, = (G, s,)deeetsie admet é pour (J(p), pz)-structure quotient
par eq.

Soit e=(C, s)e #(p), et G  une sous-catégorie de C'. Pour qu’il existe
une catégorie p-structurée € quotient de e par G, il faut et il suffit qu’il existe
une sous-catégorie p-structurée (G, s,) de e et une (J(p), pz)-suite exacte courte
(k, h) telle que

hee.(pg), .ey, Pz(h)=(C,1, G) et fB(k)y=¢.

Nous désignons par rg; la relation d’équivalence sur C définic dans le n° 1,
si G’ est une sous-catégorie de la catégorie C'.

Théoréme7. Soit e=(C,s)e F(p), et e, =(G,s,) une sous-catégorie p-
structurée de e. Pour qu’il existe une catégorie p-structurée quotient é de e par G,
il faut et il suffit que e admette é pour pg-structure quotient faible par rg.

Démonstration. Soit h le (4", p;)-monomorphisme définissant e, comme
pg-sous-structure de e. Si

k=(S,k C)eF(p).e,
on a
(k,rg)e (ps) si, et seulement si, k.heJ(p).

25%
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Il en résulte que (k, h) est une (J(p), p#)-suite exacte courte si, et seulement si,
(k, rg) est un (F(p), F*(p))-projecteur et si k est un p,-épimorphisme. Comme
(k, rg) est un (F(p), F'(p))-projecteur tel que p(k) soit une surjection si, et
seulement si, k est un p,-épimorphisme d’aprés la proposition 5—1, le théoréme
est démontré.

Corollaire 1. Soit e =(C’, 5) € F(p)o et (G', s,) une sous-catégorie p-structurée
de e; supposons qu'il existe une p-structure quotient sg; de s par la relation
d’équivalence g bicompatible sur C' engendrée par r;. Pour qu’il existe une caté-
gorie p-structurée quotient de e par G, il faut et il suffit qu’il existe un (Z (p),
H'(p))-projecteur j de source (C /g, s) tel que p(j) soit une surjection.

En effet, toute relation pz-compatible étant bicompatible, é est une p-
structure quotient faible de e par r; si, et seulement si, ¢’est une pg-structure
quotient faible de e par 7 ; par suite, le corollaire résulte de la proposition 5—1.

Corollaire 2. Soient e =(C', s)e F(p)y et G une sous-catégorie de C'. Si p
est r-étalant et admet une section maximale et s'il existe une catégorie quotient
C de C' par G* et une p-structure quotient § de s telle que p(5) = C, alors il existe
une catégorie p-structurée quotient (C", %) de e par G'.

Démonstration. 11 existe sy ;s tel que p(s;)=G et (G, s) est une pz-sous-
structure e, de e. On a (C, §) € H#”'(p), et, en vertu du théoréme 3—4, il existe
un (F(p), #"'(p)»-projecteur j de source (C,5), de but (N(C),3). Donc le
corollaire 2 est conséquence du corollaire 1.

Exemple. S1(C", T) est une catégorie topologique et si G " est une sous-catégorie
propre de C', il existe une catégorie €™ quotient de C” par G, daprés le théo-
réme 16, chap. IIl. Comme toute topologie admet une topologie quotient par
une relation d’équivalence, le corollaire 2 du théoréme 5 montre qu’il existe une
catégorie topologique quotient de (C', T) par G".

Nous n’étudierons pas ici le probléme général de 'existence d’une catégorie
p-structurée quotient par une sous-catégorie. La notion de catégorie p-
structurée quotient par une sous-catégorie intervient dans le probléme général
de I'expansion p-structurée d’un foncteur p-structuré et de '’expansion p-struc-
turée réguliere d’'un néofoncteur p-structuré. Nous reviendrons dans un autre
article sur ces questions.

Remargque. On pourrait préciser comme suit la définition 2: Soit J un idéal

‘de H'; la classe J des T tels que

h=(C,h,S)eJ(p) et hel
est unidéal de #(p). On dira qu’une catégorie p-structurée e admet une catégorie
p-structurée J-quotient par une sous-catégorie G' §’il existe une Pz-sous-
structure e; =(G', s;) de e et une (J, pg)-structure quotient de e par e,.
Remarquons que le théoréme 7 ne s’étend pas dans ce cas général.

Les théorémes d’existence de structures quasi-quotient obtenus dans ce
travail s’appliquent a I'étude du probléme général de la cohomologie [4].
Ils permettent de prouver I'existence de foncteurs de quasi-cohomologie dans
des cas trés-:généraux (voir [0] dont les résultats seront ultérieurement
développés).
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COLLOQUE ELIE CARTAN
Poris, Juin 1970

/12/

CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES
par Charles EHRESMANN

La Conférence était consacrée a l'exposé de quelques résultats
sur les catégories structurées, obtenus en collaboration avec Andrée (Bas-

tiani-) EHRESMANN et publiés principalement dans 1'article:

«Catégories de foncteurs structurés» par A. et C. EHRESMANN,

Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle, X1-3, 1969, 329-384.

En voici un résumé :

Soit p un foncteur d'oubli d'une catégorie f/ vers la catégorie
des applications associée & un univers. Une catégorie p-siruciurée est le
couple d'une catégorie (' et d'un objet s de H tel que p(s) soit I'en-
semble sous-jacent & C et que les applications source, but et loi de com-
position de ( soient «compatibles avec s».

Une étude de la catégorie des foncteurs p-structurés conduit a des
théorémes d'existence de limites projectives, inductives, de sous-catégo-

ries structurées et de catégories structurées quasi-quotients.

Le principal théoréme, obtenu a [*aide de la notion de transforma-
tion naturelle p-structurée, affirme que la catégorie des foncteurs p-struc-
turés est une catégorie monoidale fermée lorsque // est une catégorie mo-
noidale fermée. Ce résultat n'est prouvé dans le travail cité que sous cer-
taines conditions sur p ; le cas général sera traité par les auteurs dans

un article (& paraitre ) faisant suite au précédent. D

1) N.d. E. Categories of sketched structures, Cahiers Topo. et Géom. Diff.
XII-2 (1972), 103~ 214.

280



CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol X1 3. 1969
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

/109/

CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES

par Andrée et Charles EHRESMANN

Introduction.

Le présenrt article est une étude générale de la catégorie ff(p) des
foncteurs p-structurés, ot p est un <bons foncteur d'une catégorie H vers
la catégorie des applications associée & un univers. Une catégorie p -struc-
turée est un couple d'une catégorie € et d'une p-structure s sur I'ensem-
ble C sous-jacent (i.e. d'une unité s de H vérifiant p(s) = C) tel que
les applications source et but «se relévents en des éléments a et & de JI
de sources et buts s et que la loi de composition «se reléve» en un élément
de H de source un produit fibré de (@, &) et de but s. Cette notion est dif-
férente de celle de catégorie p-dominée { ou de Ia notion plus précise de ca-
tégorie monoidale fermée [8]), ol ce sont séparément les ensembles
Hom(e', e) qui sont munis de p-structures. Comme exemples importants
de catégories structurées, citons les catégories doubles, ordonnées, topo-
logiques, différentiables,... qui interviennent dans les domaines les plus
variés ( Topologie algébrique, Géomértrie différentielle, Analyse,...}.

Le texte a été rédigé en supposant seulement connus les résulcats
du cours [Al] (dont il utilise la terminologie et les notations), afin que
sa lecture puisse &tre abordée par des chercheurs débutants. C'est pourquoi
le paragraphe 1 et le début du paragraphe 3 contiennent quelques rappels
(sur les p-injections, aussi appelées morphismes cartésiens, les limites,
les foncteurs 7~-engendrants).

La théorie générale des catégories structurées est exposée dans le
paragraphe 2. Les principaux théorémes assurent 1'existence de sous-caté-
gories structurées et de limites projectives sous des conditions plus faibles
que celles de [6 ]. Dans le paragraphe 3, l'existence de catégories structu-

rées quasi-quotients est montrée a 1'aide du théoréme général d'existence
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2 EHRESMANN

de structures libres [ 4 ]. La encore, les hypothéses de [ 1] ont pu etre af-
faiblies, en particulier pour montrer que la sous-catégorie structurée engen-
drée par une partie «assez petite» est «assez petite» (mais naturellement la
construction par récurrence de cette sous-catégorie est plus compliquée que
dans [ 1 7).

Les transformations naturelles p-structurées ont été introduites dans
[10 ], lorsque p est a limites projectives; dans le paragraphe 4, nous ob-
tenons sans cette hypothése la 2-catégorie des transformations naturelles
structurées. Nous montrons aussi l'existence d'une catégorie double struc-
turée des quatuors associée & une catégorie structurée, en supposant seu-
lement p a produits fibrés finis, grace a une construction entiérement dif-
férente de celle de [ 6] (qui supposait 1'existence de produits). Cette carté-
gorie double structurée est essentielle pour démontrer les principaux résul-
tats de cet article, relatifs au cas ob H est munie d'une p'-domination: La
catégorie des transformations naturelles structurées entre deux catégories
p -structurées données est alors canoniquement p’-structurée, et l'on ob-
tient ainsi une domination de la catégorie 3:({7), qui est une domination
forte si H est fortement p'-dominée. On en déduit que, si H est une caté-
gorie cartésienne fermée dont un élément final est un générateur, J(p) est
une catégorie cartésienne fermée. Ces résultats sont également valables
pour la sous-catégorie pleine de F(p) ayant pour objets les groupoides
structurés ( paragraphe 5).

Nous nous sommes volontairement restreints au cas des catégories
p -structurées, afin de ne pas utiliser la théorie générale des réalisations
de I'esquisse des catégories [5]. C'est pourquoi les résultats du paragra-
phe 4 ne sont pas les meilleurs possibles. Dans un prochain. article, nous
montrerons qu'ils peuvent étre étendus aux catégories structurées généra-
lisées, méme avec des hypothéses trés affaiblies (voir remarque finale du

paragraphe 4 ).
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CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES 3

1. Quelques compléments sur les p-injections.

Soit p = (K',E,H') un foncteur.

Rappelons [ Al] que j € H est une p-injection si les conditions

feB(i).H et p(f)=p(j).k
entrainent qu'il existe un et un seul » € H tel que
p(h)=Fk et f=74.b.

Si j et j' sont des p-injections et si j’'.; est défini, alors j'.j
est une p-injection [ Al]. Si j et j' sont des p-injections de méme but
et si p(7') =p(j).k, l'unique b tel que p(h) =% et j.h =" est une
p - injection. En particulier si b, est bien fidéle et si j et j* sont deux p-
injections de méme but telles que p(j) = p(j'), alors j = ;.

Si j et §° sont deux p-injections et si g € S(7).H.5(j") est tel
que p(g).p(j') =p(j).k, 'unique b vérifiant

joh=g.j" et p(b)=k
est appelé p - sous- morphisme de g (relativement & (j, ') ).
PROPOSITION 1. Si p est fidele et si | € H admet un inverse a gaucke
7', alors | est une p -injection.

A, Soit fefB(j).H tel que p(f)=p(j).k. Posons b =j'./.
On a

p(h) =p(i").p(f)=p(j").p(j).k=p(j".]).k=k,

p(i.b)=p(j).p(b)=p(j).k=p(f).
Comme p est fidele, il s'ensuit j.h = f. De plus j.bh' = f entraine
B=j i b= f=b.V
On dira qu'une transformation naturelle T =(F, ¢, §*) d'un fonc-
teur constant $§' sur s' €H: vers F est une limite projective naturalisée
dans p si T est une limite projectivenaturalisée et si pT =(p.F,pt, é),
ol e = p(s"), est une limite projective naturalisée. En particuﬁer, on

définit ainsi les notions de produit (naturalisé) dans p, de produit fibré

(naturalisé) dans p, de noyau dans p.
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4 EHRESMANN

PROPOSITION 2. Soient b et b' des éléments de H de méme but. Si p
est fidéle et s'il existe un produit naturalisé ((m,m'),s) de (a(h), a(h*))
dans p et un produit fibré naturalisé ((p(h), v), (p(h’),v")) dans K-,
il existe un produit fibré naturalisé ((b,7), (b',7')) dans p tel que p(T)=v

et p(T')=1" si, et seulement si, il existe une p -injection j € s .Htelle que
p(m).p(j)=v et p(m').p(j ) =1".
Ceci résulte de la proposition 7, page 57 [Al].

PROPOSITION 3. Soient b et b' deux éléments de H de méme source et
de méme but. Si p est fidele, il existe un noyau j de (b, bh') dans p si,
et seulement si, j est une p-injection telle que p(j) soit un noyau de
(p(h), p(h*)) dans K-+ .

A . 10) Soit j un noyau de (h,h') dans p et soit f€5(j).H
cel que p(f)=p(j).k. Comme p est fidele, les égalités

plh f)=p(h).p(7).k=p(h").p(j).k=p(h".])
entralnent b ,f = b'.f, de sorte qu'il existe un unique g vérifiantj.g = [.

On trouve p(g) = k, car le noyau p(j) est un monomorphisme et

p(i).p(g)=p(f)=0p(j).k.
2°) Soit j une p-injection telle que p(j) soit un noyau dans K-
de (p(h),p(h'). Si h.f=h'.f, ou [€H, il existe un et un seul k%
tel que p(j).k=p(f). Par suite il existe un unique g € H vérifiant
j.g=/[ et p(g)=k. Puisque p(j) est un monomorphisme, j en est aussi
un [Al] donc 7 est un noyau de (b, 5") dans p. Y%
PROPOSITION 4. Soient b, et b} des éléments de H de méme but e; pour
ie] € de (b;')ie]
dans H* relatifs au méme produit naturalisé ((ﬁi)ie]' s) de (ei)ie] .

§'il existe des produits fibrés sy de (b;, b}) et s* de (b, h') dans H*,

tout i €], et b et b' des morphismes produits de (h;)

alors s' est un produit de (S'i)ie]'

A . Soient ((h,v), (b',v")) et ((bi’ vi), (b;., u;.)), pour tout élé-
ment 7 de ], des produits fibrés naturalisés, ((mi)ie]’ S) et (( m'i)i EJ,S')
des produits naturalisés de (a(bi))ie] et de (a(b;'))ie] tels que r;zi.b =

= o [ ’ L} ;
=bh;.m; et m;.h" = b’ m}; pour tout i € ]. Comme
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CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES ) 5

bi.mi.v =7?zi.b.v=7?z-.b'.v

pour tout 7 € J, il existe un unique m
vérifiant

v, ”— , . ” 4
l.mz 7721.1) et v;.m

)
i i~mi.1/

On montre facilement que ((m;.')iej,a(v))
est un produit naturalisé. Ce résultat se
déduit également du théoréme de commutativité entre limites projectives
(voir par exemple [ 2], chapitre I). V

Nous désignons par C* une catégorie, par t (H*, C )™ la caté -
gorie longitudinale des transformations naturelles entre foncteurs de C-
vers H ', dont les unités sont identifiées aux foncteurs de C* vers H*.

La bijection ¢ associant 3 » € H la transformation naturelle (b, 8). ou
s=a(h), s'=p05(h) et.Z(e):b pour tout e €C(;,

définit un isomorphisme de H* sur une sous-catégorie de N (H-,C )'E.
Si T=(F,t,s") est une transformation naturelle ayant pour source le
foncteur constant sur le but de 5, alors Th note la transformation natu-
relle T [Iec(h), c'est-a-dire la transformation naturelle (F,t' ,s), on

t'(e)=1t(e).h pour tout e € C; . On adonc

(T'TOT)b=T'TO(Th) et T(h.bh')=(Th)b’

si T*' [T et bh.h' sont définis.
Soit N (p) le foncteur canonique [Al] de N(H", CHT vers
R(K*,C)YP associant & la transformation naturelle 7' =(F',t, F) la

transformation naturelle pT*' =(p.F*,pt,p.F).

PROPOSITION 5. Soit T =(F, t, F') une transformation naturelle entre
foncteurs de C* vers H-* telle que t(e) soit une p-injection pour toute
unité e de C-. Alors T est une N (p)-injection. Si V =(F,v,§) et
W*=(p.F', w', %) sont des limites projectives naturalisées dans p et
dans K’ respectivement, une limite projective naturalisée V' =(F’, v’, 3")
vérifiant p V' =W' détermine une p-injection j telle que Vi=TLIOV'; de
méme une p-injection j de but s telle que (pV)p(j)=p TLIIW détermine
une limite projective naturalisée V' telle que Vji=TV’'.
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6 EHRESMANN

A. 1°) Montrons que T est une %(p)-injection. Pour cela, soit
T'=(F,t'",F*)eR(H,C-)et pT*'=pTmMU, oa U=(p.F',u,p.F").5i
e EC‘;, I'égalité p(t'(e)) =p(t(e)).u(e) assure l'existence d'un uni-
que t"(e) € H tel que

t'"(e)=1t(e).t"(e) et p(t"(e))=u(e).
Soit m€e’'.C.e,;, on a F'(m).t"(e)=1t"(e').F"(m), car t(e’) est
une p-injection,
t(e').F'(m).t"(e)=F(m).t(e).t"(e)=F(m).t'(e) =
=t'(e').F"(m) =t(e').t"(e').F*(m)
et
p(F'(m).t"(e)) =p(F'(m)).u(e)=u(e') . p(F"(m)) =
=p(t"(e' ). F"(m)).

Par suite ( F', t", F”) est une transformation naturelle, qui est !'unique
Fum)

—

[Il(eI)

élément T" de N(H*, C*) vérifiant T[OT" =T' et pT* = U.

20) Supposons que V =(F,v, §) et V' =(F’', v*, §') soient des
limites projectives naturalisées dans p. La transformation naturelle
T [T0 V'’ ayant $§' pour source et F pour but, il existe un unique j€s.H, s’
tel que Vj =T OV’ Supposons h €s.H et p(h)=p(j).k. D'aprés
la partie 1, T est une  ( p)-injection; comme

p(Vh)=((pV)p(jiDk=p(Vi)k=pT (pV')k),
il existe un unique T*' € R (H*, C*) vérifiant
Vb =TT et pT' =(pV')k.
Puisque V' est une limite projective naturalisée, il existe un unique
h* €s'.H tel que V'h’ = T'. Les égalités

V(i p)=(TmV)h =TT =Vh

286



CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES 7

entrainent j.h' =h. De plus p(bh*) =k, car pV' est une limite projec-

tive naturalisée et

(pV')p(h')=pT" =(pV') k.

Donc j est une p-injection.

3°) Supposens que V =(F, v,§), pV et W =(p.F', w' %)
soient des limites projectives naturalisées, et que j soit une p -injection
de but s vérifiant (pV)p(j)=pT OOW', posons s’ = a(j). Comme T
est une N (p)-injection, il existe une unique transformation naturelle V*
telle que V;j=T[OV" et pV* =W'. Montrons que V' est une limite
projective naturalisée. En effet, supposons T' =(F', t', ") eN(H-, C-)
et s” €H:. La transformation naturelle T[ID T’ ayant §” pour source et
F pour but, il existe » €s.H.s" tel que Vbh =T [TOT'. Puisque W' =
= pV’ est une limite projective naturalisée, il existe un unique & € K tel
que W'% = p T’ des égalités

(pV)p(h)=pT pT =pT (W k) =p(Vidk=(pV)(p(j).k),

on déduit p(h) =p(j).k, car pV est une limite projective naturalisée.
j étant une p -injection, il existe un unique b’ € s’ . H.s" vérifiant j.b' =
=h et p(h')=k%k. Ce b" estI'unique morphisme de H* tel que V*h* =T",

étant donné que T est une N (p)-injection et que

THWV'E)=(Vi)b =Vh=T T et p(V'B')=Wk=pT". V
COROLLAIRE 1. Si j, est une p-injection pour tout i € ] et s'il existe
un morphisme | produit de (ii)ie] dans p, alors | est une p-injection.

COROLLAIRE 2. Soit n un noyau de (g, g') dans p, b et b’ des p-sous-

morphismes relativement & (j",j') de g et de g' respectivement. Si m

est un noyau de (p(h),p(h')) dans K-, il existe un noyau n* de (b,h")

287



8 EHRESMANN

dans H* tel que p(n') = m si, et seulement si, il existe une p - injection
j vérifiant p(n.j)=p(j').m, et dans ce cas on peut choisir n’ tel que

n.=7".n".

COROLLAIRE 3. Supposons que ((bi)ie]' (”i)ie]) soit un produit fibré
naturalisé dans H-<. Soit j' une p-injection de but /B(hl.) et b} un p-
sous-morphisme de b, relativement a (j',j;) pour tout i € ]. Si (p(b'i)ie]’
(] iej) est un produit fibré naturalisé dans K-, il existe un produit
fibré naturalisé ((h%); €] (v5); s]) dans p vérifiant p(v;) = w} pour tout
i €] si. et seulement si, il existe une p-injection j telle que p(v,.j) =
= p(j;).wh pourtout i €] .

2. Catégories structurées.

Nous supposons désormais donnés un univers 1, la catégorie M
des applications associée et un foncteur p d'une catégorie H* vers M.
Nous notons P, le foncteur de H,;, vers m,y restriction de p, ou H,)', et

fm,}, sont les groupoides des éléments inversibles de H* et de m respec-

tivement.

DEFINITION. On dit que p est un foncteur d'homomorphismes saturé si p
est fidéle et si b, estun foncteur d'hypermorphismes saturé, i.e. vérifie
la condition :

Si s €H; et si [ est une bijection telle que a(f)=p(s),il

existe un et un seul 5 EH‘;’.S tel que p(h)=/.

PROPOSITION 1. Soient p un foncteur d’homomorphismes saturé et F un
foncteur- de C+ vers H+*. Si F admet une limite projective dans p, il
existe une unique limite projective naturalisée T de but F telle que pT
soit la limite projective naturalisée canonique de p .F dans M.

A.Soit T*=(F,t,3$') une limite projective naturalisée dans p.

Alors pT° est une limite projective naturalisée de but p.F = F' Par
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ailleurs soit A la limite projective canonique de F', c'est-a-dire [ Al]

'ensemble des familles (x,); . c; telles que

xieF’(i) et F'(m)(xi) =x; simej.C.i;
notons v, la projection canonique de A vers F'(i) pour toute unité i de
C . Il existe une et une seule bijection f de p(s’) sur A telle que v,, /=
=p(t'(7)) pour tout 7 € C(;. Par définition d'un foncteur d'homomorphis-
mes saturé, il existe un unique b € H;,.s' appliqué par p sur . Il s'en-
suit que T =(F,t,§) est la limite projective naturalisée cherchée, ou

s=B(h)et t(i)=1s(i).ht pour toute unité { de C+. V

HYPOTHESE. Nous supposons dans toute la suite que p est un foncteur
d'homomorphismes saturé de H* vers .

De la proposition 1, il résulte en particulier que, si (5, »') admet
un produit fibré dans p, il existe un produit fibré naturalisé ((n,v), (b v'))
tel que p{v) et p(v') soient les restrictions des projections canoniques
du produit p(a(h)) X p(a(h")) a la partie p(bh) vV p(h*) de ce produit
formée des couples (x, x*) vérifiant p(bh)(x)=p(h')(x'). Nous l'ap-
pellerons produit fibré naturalisé canonique de (b, h') dans p, nous pose-
rons b V b’ = a(wv) et nous dirons que v et v* sont les projections cano-
niques de b V b* vers a(h) et a(h’).

De méme, si (Si)ie] admet un produit dans p, nous noterons
il;l s; son produit canonique dans p, c'est-a-dire le produit S tel que
p(S) soit I'ensemble produit de (p(si))iej et que la projection canonique
de § vers s, soit l'unique v; €5;.H.S tel que plvy) ((xi)iej) =x;-

Enfin si (b, b"') admet un noyau dans p, son noyau canonique est
I'unique »n tel que p(n) soit I'injection canonique dans p(a(h)) de sa
partie formée des x vérifiant p(h)(x)=p(h’)(x).

Par ailleurs, si j est une p-injection, ou p(j) est l'injection
canonique (B,.,B’') de B*C B dans B, alors s’ =a(j) est I‘unique
p-sous-structure de s =3 (j) vérifiant p(s') = B’; on dit que c'est la

p -sous-structure de s définie par B'.

DEFINITION. On appelle catégorie p-structurée un couple (C*, s) véri-

fiant les conditions suivantes :
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1°) C * est une catégorie, s EHé et p(s)=0C;
20) Il existe une unité s, de H* et des éléments a € s,.H.s,

b,€s, .H.s et i €s.H.s  tels que
p(i)=(C,..Cr), pla,)=(Cy,a,C), p(b)=(C;,B.C).
30) Il existe un produit fibré naturalisé canonique a, \ bo =S%Ss

dans p etun k €s.H.sxs tel que p(k)=(C,k,C* % C"*) soit la loi de

composition de C°,

Sx§

o
< &
3

PROPOSITION 2. Soit (C',s) une catégorie p-structurée. Avec les
notations de la définition, s  est une p-sous- structure de s et i un noyau
de (s,i.a_) et un noyau de (s,i.b ). §'il existe un produit canonique
sX s de(s,s) dans p, alors s x s en est une p -sous-structure.

A . Puisque p est fidele et que p(a_.i) est 1'application iden-
tique de C;, I'élément a_ est un inverse 4 gauche de i, il s'ensuit (pro-
position 1-1) que 7 est une p-injection. De plus / est un noyau de (s, a),
ou @ =i.a_, d'aprés la proposition 3-1, car p(i) est le noyau canonique
d

ol b=17.b_ .Lademiére affirmation résulte de la proposition 2-1. v

(p(s),p(a)) dans . On voit de méme que i est un noyau de (s, 5),

o

PROPOSITION 3-S8i p est un [oncteur & produiis [ibrés [inis (resp. a
noyaux), (C*, s) est une catégorie p-structurée si, et seulement si, les
conditions suivantes sont vérifiées :

1°) C* est une catégorie, s €H; et p(s) = C.

2'9) Il existe a€s.H.s et b €s.H.s tels que

p(a)=(C,a,C) et p(b)=(C,BC)

et un produit fibré naturalisé ((a,v),(b,v')) dans p.

3'9) S§i on désigne par sxs le produit fibré canonique de (a,b)
dans p, il existe k €s.H .sxs tel que p(k)=(C,K,C*xC").

A.10)Si (C*, s) est une catégorie p-structurée, les conditions

sont vérifiées en prenant
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a=i.a et b=1i.b_;

en effet, i étant un monomorphisme, s % s est un produit fibré de (a, b)
si, et seulement si, c'est un produit fibré de (ao, bo).

2°) Supposons que p soit & noyaux et que les conditions de la pro-
position soient remplies. Il existe un noyau canonique i de (s,a) dans
p, et p(i) est l'injection canonique de C: dans C. Comme i est une p-
injection (proposition 3-1) et que p(a) = p(z').(C(;, a, C), il existe un

et un seul a, € H.,s vérifiant

i.a,=a et p(ay,)=(C; a, C).

o
De méme il existe b e€H.s tel que i.b =05 et p(b, ) =(C;. B.C).
Le produit fibré de (a, &) étant aussi un produit fibré de (ao, bo), il en
résulte que (C*, s) est une catégorie p - structurée.

30) a-Supposons vérifiées les conditions 1 et 2' de l'énoncé. 1l
existe un produit fibré naturalisé canonique ((a,v),(b,v")) dans p et
sks=aVb admet C*xC*=(C,a,C)V(C,B,C) pour image par p .
Comme p est fidéle, a.s =a=b.a, car a(x)=[(a(x)) pour tout

x € C. Par suite il existe un unique T4 €s*s.H.s vérifiant

vij,=s et v.j =a.

L*application p(]'a) de C dans C % C* associe (x,a(x)) a x. De méme
les égalités a.b = b = b.s assurent I'existence d'un unique j, €sxs.H.s
tel que
v .]'b =} et v'.jb =5,

et P(fb) associe (B(x), x) 4 x € C; remarquons que ja et ]'b sont des
p-injections d'aprés la proposition 1-1, car ils ont desinverses a gauche.

b- Supposons de plus que p soit & produits fibrés finis et que
la condition 3' soit remplie. Montrons qu'il existe une p-injection 7 telle
que p(i)=(C,t, C;). Une démonstration analogue a la fin de la partie 2
prouvera alors que (C*, s) est une catégorie p -structurée. Voyons d'abord
qu'il existe une p-injection de source s, de but s, telle que p(s) soit
la diagonale D de C(; X C(;. Avec les notations de la partie a, il existe

un produit fibré naturalisé canonique ((7_,w),(j,, w")) dans p. Si S est
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la source de w, l'ensemble p(5) est formé des couples (x,y) €C X C
tels que (x,a(x))=(B(y),y), i.e. tels que x=LB(x) et a(x)=y,
ou encore tels que x =y € C;. Autrement dit, p(s) = D. Les applications

p(w) et p(w') de D dans C associant e & (e, e) €D, on trouve w = w’,

cat ¢ est fidele. Il en résulte que w est un noyau de (74, 7p) dans p et

que (prop. 3-1) w est une p-injection. L'application [:(e, e)=~e de D

sur ' étant une bijection, il existe un unique inversible 5 de H'de sour-

ce 5 tel que p(h)=/. Le composé i=wu.h ! est une p-injection et
pliy=p(w). fT=(C,,C)).

Ceci acheéve la démonstration. V

DEFINITION. On appelle foncteur p-structuré un triplet (C,5),b,(C"s))
vérifiant les conditions suivantes :

1Y (C-,s) et (5', s) sont des catégories p -structurées .

22)Yh €s.H.s et p(h) définit un foncteur de C* vers C-, dési-
gnépar (C*, b, C*).

Nous noterons Cf(p) I'ensemble des foncteurs p-structurés. On

voit que cf(p) est une catégorie pour la loi de composition
(((C3, 80 by (Cys D ((C.5),b,(Ctis))» (C.5).b b, (Cous))
si, et seulement si, (Cy, s,) = (C*,5).

, . . o ,
Cette catégorie admet pour classe d'objets ['ensemble J(p)o des caté-
gories p -structurées.

On définit des foncteurs f et ﬁg: de F(p) vers H* et vers la
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catégorie ¥ des foncteurs en associant a
((C+,5),h,(C*,s)) respectivement b et
(C*,b,C*). On note f le foncteur p by
de $(p) vers M. On a aussi ﬁ:pg,ﬁ?,

ol g est le foncteur d'oubli de F vers

.

PROPOSITION 4. f est un foncteur d’homomorphismes saturé.

A. fy ¢étant évidemment fideéle et p étant fidele, f est fidele.
Soient (C*,s) une catégorie p-structurée et f une bijection de C sur
C’. Il existe par hypothése un unique 5 € H)', .s tel que p(h)=f. Posons
s'= [B(h) et notons C"* la catégorie image de C* par f.

1°) Montrons que (C’*, s') est une catégorie p-structurée. En
effet, reprenons pour ( C*, s) les notations de la définitiond'une catégerie
p - structurée.

a-Si s _=o(i) et si [* estla bijection de C: sur C]* restric-
tion de f, il existe b’ €H,}', .s, tel que p(h’) = {f". Soit s:):/B(h').
On trouve

i*=h.i.b1 €s'.H.s), a,=h'.a, pt €s! . H.s",

r ’ -1 . . — ’ ..
bo = b .bo.b GSZ).H.S ., plit)=(C ,L,Co ),
play)=(Chrar, C), p(b,)=(Clr B,C'),

ot a’ et 8* sont les surjections source et but de C’*.

h”
SkS
V'
h
hl
b-Puisque 5’ est inversible et que %'.a_=a!.bh et h'. b =

=b!.h, le couple ((al .h, v), (b, .h,v")) est un produit fibré naturalisé
dans p, ainsi que ((a:), h.v),(b;, bh.v')), car b est inversible. Par
suite, il existe un produit fibré naturalisé (( a;, w),(b;), w')) canonique.

L'unique inversible 5" tel que
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w.h" =h.vetw . b"=h.0

admet pour image par p l'application de C*x C* vers C’*x C’* restriction
de fs%/. 1l en résulte que, si k' =h.k.h" L, 1'application p(k') estla
loi de composition de C’*. Donc (C**,s*) eF(p),_.

20) / définit 'isomorphisme canonique de C* sur C'°, de sorte
que 1; =((C'",s"),h,.(C*,s)) est un foncteur p-structuré, qui est un
inversible de ff(p). Si bAIZ((C'l,si),bl, (C-,s)) 63:([7)7 et ﬁ(f;l):
=/, alors C{=C" et

by=py(hy)€Hy. s, dou h=h eth =h.
Ainsi f est un foncteur d'homomorphismes saturé. V

Si (C*, s) est une catégorie p -structurée et [ une bijection de C
sur C', l'unique catégorie p-structurée (C'*, s*) associée a (C*, s) et
3 [ par la preuve précédente est appelée catégorie p-structurée z'rfmge de
(C-,s) par {.

PROPOSITION 5. Soient (C',s) une catégorie p-structurée et C'* une
sous-catégorie de C*. Si ['une des conditions suivantes est vérifiée, C'
définit une f -sous-structure (C**, s") de (C*,s).

1-p est un foncteur a produits [ibrés finis et C' définit une p-
sous-structure s' de s.

2-p esi un fJoncteur & noyaux et C'* 4 C'* définit une p-sous-
structure 5 de sxs—=a V b.

A. 1°) Nous reprenons les notations de la proposition 3 et nous
désignons par a', 8' et «' les surjections source, but et loi de compo-
sition de C’*; ce sont des restrictions de celles a, £ et « de C-.

a-Supposons la condition 1 vérifiée et soit j la p-injection cano-
nique de source s’, de but s. Comme

p(i).(Ca",C)=pla).p(j),
il existe un p-sous-morphisme ' de a relativement a (j,;7), vérifiant
p(a’)=(C', a’, C*). De méme il existe un p- sous-morphisme b’ de b
relativement & (7, j), et p(b’) =(C", B',C*). Soient ((a,v).(b,v')) et
((a', w), (b, w')) les produits fibrés naturalisés canoniques dans p (qui

existent par hypothése). D'aprés la proposition 5-1, 'unique 7’ tel que
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vif' =j.w et v .j'=j.w

WI

est une p-injection. L'application p(j’) étant l'injection canonique de

C'"«C’ dans C*xC*, on a

plR)Ip(7)=p(f)(C k", C s C ),

de sorte qu'il existe un p-sous-morphisme &’ de k relativementa (j, ;")
vérifiant p(k') =(C", k', C*'"* % C**). Donc (C'*,s’) est une catégo-
rie p -structurée.

b- Supposons la condition 2 remplie, et soit j' la p-injection cano-
nique de source §', de but sss. Il existe un noyau canonique 7 de
(v'.j",a.v.j') dans p, a savoir la p-injection canonique de but §*, de
source s', ol p(s’ ) est'ensemble des couples (x,a(x)), x € C*'. Le
foncteur d'homomorphismes p étant saturé, il existe g eH); .s" tel que
p(g) soit la bijection (x, a(x))-» x de p(s'a) sur C*,; posons s’ =
B(g). Le composé j'.n.g™! est une p-injection ', appliquée par p sur
une restriction de l'application 7y, : x->(x,a(x)) de C dans C'xC* .
D'aprés la partie 3a de la proposition 3, il existe une p-injection j_ €

sxs.H.s vérifiant p(j )=, . Puisque

(i) =p(j ).(C.e,C),

il existe une unique p-injection 7 € s.H.s’ telle que
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F=dgi et p(i)=(C.0, C).
On voit comme dans la partie a qu'il existe des p -sous-morphismes a’ et
b' de a et b relativement & (j,j) et k' de k relativement 2 (7,j*')
vérifiant :
pla’)=(C'.a"C"), p(b')=(C", B C"),
P(kv) :(C',K',C"*C").
Enfin le corollaire 3 de la proposition 5-1 entraine qu'il existe un produit

fibré naturalisé canonique ((a', w),(b", w')) dans p et que

st=at Vo, vii"=j.w et v.j"=].u".

Ainsi (C'", s') est une catégorie p-structurée.
2°) Nous venons de voir, dans les deux cas précédents, que j =

=(C*,s5),7,(C"*, s')) est un foncteur p -structuré. Montrons que ;j est
une f -injection. En effet, supposons

b=((C,s) b (C.5)eF(p) e p(h)=5(j).k.
Puisque j est une p -injection et que

p(b)=6(h)=p(j).k,

il existe un unique A* €s'.H.s vérifiant p(bh') =k et j.b' = h. L'appli~
cation p(h) définissant un foncteur de é' vers C* prenant ses valeurs
dans C', I'application p(5’) définit un foncteur de C* vers C'*. Donc
(C', '), b, (C*,5)) est 'unique élément h* de F(p) tel que j.5' =4
et ﬁ(I;') = k, de sorte que (C**,s’) est une f-sous-structure de (C*,s). V
REMARQUE. Soient (C*,s) une-catégorie p-structurée et (C’'*, s') une
de ses fi-sous-structures. Comme ( C,., C') définit un foncteur de C' - vers
C+, la catégorie C’* est une sous-catégorie de C*; mais s’ peut ne pas
&tre une p-sous-structure de s. Cependant s'il existe une p -sous-structure
5 de s définie par C', on a s' =5, car (C'*,5) est alors l'unique §-
sous-structure de ( C*, s} définie par C', si p est a produits fibrés finis.
DEFINITION. On appelle sous-catégorie p-structurée de (C*,s) € ?(p)o
une f -sous-structure (C'*,s') de (C*,s) telle que s’ soit une p-sous-
structure de s. On appelle f -monomorphisme strict une - injection ]'A telle
que ﬁH(]") soit un p - monomorphisme.
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Pour que ]'A: ((C*,5),7,(C*,5)) €F(p) soit un f - monomorphisme
strict, il faut et il suffit que p(j) soit une injection et que la catégorie
p -structurée (C’'-,s') image de (6',?) par la bijection de C sur C’
restriction de p(j) soit une sous-catégorie p-structurée de (C-*, s) (i.e.

que s’ soit une p -sous-structure de s ).

PROPOSITION 6. Soient (C*,s) une catégorie p-structurée et C'* une
sous-catégorie de C+. Alors C' définit une sous-catégorie p -structurée de
(C-,s) si, et seulement si, C', C:)' et C'*x C'+ définissent respective-
ment des p -sous-structures de s, de s, et de s % s.

A, Reprenons les notations de la définition d'une catégorie p -
structurée et soit (( a,, v),(bo, v*)) le produit fibré naturalisé canonique
dans p. Nous notons a’, 5' et K’ respectivement les surjections source,
but et loi de composition de C' -,

10) Soit (C'*, s’) une sous-catégorie p-structurée de (C:*,s)..
Comme C/-C C:, la p-sous-structure s/ de s', et a fortioti de s, défi-
nie par C/* est une p -sous-structure de s,.Si al et b/ sont les p-sous-
morphismes de a_ et b, structurant a’ et B', le produit fibré canonique
S'x s’ = al v b! est une p-sous-structure de s x5 =@ v &, (proposi-
tion 5-1).

20) Inversement, supposons qu'il existe des p -sous-structures s!
de s, s’ de s et s’ de sxs définies par C.*, par C' etpar C"*5xC'";
soient ]'O €s H.s,, jes.H,s" et j €sxs.H.5" les p-injections
canoniques. Puisque a’, 8' et k' sont des restrictions de a, B et «,
on voit comme dans la proposition 5 qu'il existe des p -sous-morphismes ar
et b, de a_ et b relativementa (j_,7j), i' de 7 relativement 3 (7740

k', w et w' de k, v, v’ relativement & (7,7'), tels que les morphismes
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a:), b'o, i' et k' structurent respectivement Qa’, /3', (C', ¢ ,C(;‘) et K'
et que ((a,,w),(b!,w')) soit un produit fibré naturalisé canonique dans
p. Par suite (C'*,s’) est une sous-catégorie p-structurée de (C*,s),
et s' = s’ % ST, \Y

Soit b = ((E',E), h,(C+,s)) un foncteur p-structuré. Si s et s,
sont les p -sous-structures de s et de s définies par C(; et par E(; et 7 et
7 les p -injections canoniques correspondantes, il existe un p-sous-mor-
phisme bo de b relativement & (7,7), car p(h) définit un foncreur de
C- vers C* de sorte que p(b)(C(;)C Eé' Par ailleurs, si ((a, v ), (b,v'))
et ((a,w), (_b_, w')) sont les produits fibrés naturalisés intervenant dans
la définition de (C*, s) et de (E', 5), l'égalité a.bh.v = b.b . v entraine

qu'il existe un unique b x b € H tel que
w,hbsb=bh,v etc w . bxh="hb,v';
ainsi b b admet pour source s«s=a Vb, pour but S«5=a Vb et
p(h xh) est'application
(%,y)>(p(h)(x),p(h)(y)) de C:5C* dans C'xC".

Comme h_ et hxb sont déterminés de fagon unique, les applications

b-bh, et l;»b*b de F(p) dans H définissent des foncteurs $° et "
de F(p) vers H-.

S%S

PROPOSITION 7. Supposons que F soit un foncteur d'une catégorie K*
vers F(p) et que les foncteurs F' = Py F et F" =f" F admettent des
limites projectives dans p. Alors si F° = f° F admet une limite projec-
tive dans p (resp. si p est g produits [ibrés finis ou & noyaux), F admet
une limite projective (C*,s) dans f, og C* et s sont respectivement les

limites projectives canoniques de ﬁ? .F etde F'.
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/. Soit e une unité de K*. Posons

F(e)=(C;,s,), F°(e)=s_,_ , F"(e)=s5s_%5,.

Soirent Aoy €S Hus,, beo €s,,.H.s,, ke ese,H.se*se et 1 €
s,.H.s,, les morphismes structurant les applications source a , but ,86
et loi de composition K, de C; et l'injection canonique (Ce" , Ce'o). 11
existe des produits fibrés naturalisés ((a,,. ve),(beo, v’ )) dans p, et
((a,, v, ), (b, v,)) est aussi un produit fibré naturalisé dans p, ol a,=

=1,.a et be:i b, . Sia ,b ,k, 1, v et v sont les applications

eo e eo o o’

de K; dans H associant 4 e respectivement a,_, b, , &

; r
eo e’ l?' ve et Ue’

montrons que les tiplets A =(F°a_, F'), Bo:(Fo,l;'o,F'), 0=
=(F,E,F"), J=(F,{ F°), V=(F,0,F") et V'=(F', 0",F")

sont des transformations naturelles. En effet, si d€e’. K. e, on obtient les

égalités

Gero-F'(d)=F°(d).a,,, b, .F'(d)=F°(d).b,,

[e] e o

k, F'(d)=F'(d) .k, i .F°(d)=F'(d).i,
v, -F@d)=F(d)v,, v, .F'(d)=F (d). v,

car p est fidele et p( F'(d)) définit un foncteur de Cé vers C... De plus
((A,,V),(B,, V') est un produit fibré naturalisé dans N(H-, K-)I
([21], chapitreI) et ((pA_,pV).(pB,,pV")) un produit fibré naturalisé
dans R (M, K+)™. De méme ((A,V),(B,V')), ot A=] DA, et B=
= ] O3B, est un produit fibré naturalisé dans N (p).
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20) Soient T' =(F',t',5) et T" =(F",t",5") des limites pro-
jectives naturalisées canoniques dans p. Si M est la sous-catégorie
pleine de M (H+, K-+ )™ ayant pour seules unités F’' et F", il existe un
unique foncteur L de M™ vers H* qui soit un foncteur limite projective

partiel sur H* associé aux éjecteurs (T',s) et (T",s"). Posons:
a=L(A), b=L(B), g=L(0), w=L(V), w =L(V')

et soit z le foncteur injection canonique de MT vers M(H+, K+)X.
Comme L est un foncteur coadjoint partiel du foncteur canonique ¢ de H *
vers W(H+, K-)T, si ) est une limite projective naturalisée dans M
et si z{1 est une limite projective naturalisée, alors L{) est une limite
projective naturalisée, dans H* ([Arl], corollaire, proposition 8-5-1, ou
i2], théoréme de commutativité des limites projectives). En particulier,
(A, V), (B,V')) étant un produit fibré naturalisé, ((a,w), (b, w'})) est
un produit fibré naturalisé dans H *. Etant donné que ((pA,pV ), (¢ B,p V"))
est un produit fibré naturalisé dans B (M, K*)™ et que pT et pT' sont
des limites projectives naturalisées dans J, on voit par un raisonnement
analogue que ((p(a),p(w)),(p(b),p(w'))) est aussi un produit fibré
naturalisé dans . Il s'ensuit qu'il existe un produit fibré naturalisé cano-
nique ((a,v),(b,v")) dans p et un unique g €H}'/ tel que v =w.g et
v =w',g, soit k = q,g. Puisque pT' =(f. F,ft’, é) et pT" sont les
limites projectives naturalisées canoniques dans J, les applications p(a)
et p(b) associent a (x,), €K € C respectivement (a (x,)), K et

(,Be(xe))e ek tandis que p(g) et p( k) associent respectivement
o}

((x'e’xe))e ek St (x'e'xe)eeK' a ((x'e)e sK"(xe)eeK')'
o [o] o o

Ceci montre que a, b et k structurent les applications source (C, o, C),
but (C, 3, C) et loi de composition x de la catégorie C* limite projec-
tive canonique du foncteur fq.F.

a-Si p est a produits fibrés finis ou & noyaux, ce qui précéde
montre que (C*, s) vérifie les conditions de la proposition 3, de sorte que
cette proposition affirme que (C*, s) est une catégorie p -structurée.

b-Supposons que F? admette une limite projective dans p et soit

T =(F°,¢t, §o) la limite projective naturalisée canonique dans p,; l'en-
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semble p(s_ ) étant la limite projective canonique de p.F®, on trouve

p(s,)=C;. Les uniques morphismes a_, b et i vérifiant

Te =A T, Tb, =B, MT" et Ti=] DT
sont appliqués par p respectivement sur (C:,a,C), sur (C(;,,B, C) et
sur (C,0,C2), et ((a,,v),(b,,v'")) est un produit fibré naturalisé dans
p. Donc (C*, s) est une catégorie p -structurée.
30) Montrons que z = (C*, s) est une limite projective de F dans f.
a-Si e est une unité de K-, on a t'(e)€s,  H.s et p(t'(e))

définit un foncteur de C+ vers C; par suite
y(e)=(F(e),t'(e),u) €F(p).
De plus F(d),y(e)=v(e") si d€e’' K.e, car ﬁH est fidele et

by(F(d).y(e))=F'(d).t'(e)=1t'(e')=pfy(y(e")).

Ainsi Y = (F,y,#) est une transformation naturelle, oa vy est l'applica-
tion e » y(e) de K, dans F(p), et fyY="T".

b-Supposons que Y'=(F, y', ') soit une transformation naturelle,
oh u' =(G*,S5) € ?(p)O . Comme ﬁH Y’ est une transformation naturelle
de S vers F', il existe un unique b €s.H .S vérifiant T'h =, Y', et
p(h) définit l'unique foncteur de G-+ vers C:* tel que (ﬁj Y)p(h)=
= ﬁ? Y'. On en déduit que (u,h,u') est I'unique foncteur p-structuré b
tel que Yh = Y'. Ceci prouve que Y est une limite projective naturalisée

dans . V

COROLLAIRE. S p est un foncteur 4 K+-limites projectives (resp. a K-
produits, resp. g produits fibrés finis, resp. a noyaux), il en est de méme
pour p.
PROPOSITION 8. Soient F un foncteur de K- vers F(p) et F' = by.F,
F" = f" .F. Dans les deux cas suivants, F admet une limite projective
canonique (C-,s) dans §f :

1°) p est g produits fibrés finis et F' admet une limite projective
dans p,

2°)p est g noyaux et F" admet une limite projective dans p.

Dans chacun de ces cas, C* est la catégorie limite projective de ﬁgF et
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s la limite projective canonique de F' dans p.

A. D'aprés la proposition 7, il.suffit de prouver que F” dans le
premier cas, F' dans le second, admettent des limites projectives dans p.
Reprenons les notations de la partie 1 de la preuve de la proposition 7.

1o) Supposons que p soit a produits fibrés finis et que T'=(F',¢',§ )
soit la limite projective naturalisée canonique dans p, notons encore a et

b les ¢léments de s ,H,s tels que

T'a=A00T et T'6=BIIT'.
Dans p, il existe un produit fibré naturalisé canonique ((a,v), (b, v')).
Le foncteur { I, 2 }-produit fibré canonique sur H- étant compatible avec
les limites projectives, @ V & est une limite projective de F© (théoréme
de commutativité des limites projectives).

20) Supposons que p soit a noyaux. Pour tout e € K:, il existe
(preuve de la proposition 3, partie 3) une p-injection j__ de source s,
de but s,xs, telle que p(j,  J(x)=(x,a(x)) si x €C_. Pour tout
dee . K.e, on a F"(d).j,, F'(d), car p est fidéle et f(F(d))

définit un foncteur de C; vers C,. Ainsi Ja=(F", 7{1, F’) est une trans-

“Jeta:

formation naturelle, ou j (e) =7 _, si e € K;. Supposons que F" admette

une limite projective dans p. En notant C*+ la catégorie limite projective
- - PRy - - . . T~

de ﬁc; .F, il existe une iimite projective naturalisée &= (p .F",m,C % C*)

telle que

m(e’)((x'e)e €KO_,(xe)E EKl;) = (x'e., xe,) pour tout e’ € KO' .
Le foncteur d'homomorphismes p étant saturé, il existe une limite projec-
tive naturalisée T" = (F",t",5 ) dans p telle que pT” = 0. Soit @
I'unique élément de s’ H.s' vérifiant T"a =] [DOVIT" alors pla)
est 1'application

(x',x)~>(x',a(x")) de C*xC+ dans C 4 C-".
3 C(/a) c(3)

-
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Comme (p{a),p(s')) admet pour noyau l'application Vg% (x,0(x))
de C dans C*x C* et que p est un foncteur d'homomorphismes saturé 3
noyaux, il existe un noyau j_de (a,s’) dans p tel que p(j,)=7,, et
7, est une p-injection (proposition 3-1). La source C de p(;,) étant une
limite projective de p, F’, il résulte de la proposition 5-1 que la source s
de j_  estune limite projective de F'. \Y%

COROLLAIRE 1. Soit &= ((C[ s;)); g une famille de catégories p-
structurées; si p est § produits [ibrés finis et s'il existe un produit de
(S;); g (resp. si p est a noyaux et s'il existe un produitde (s;xs;); )
dans p, alors & admet un produit (iIeTK C:,s) dans f tel que s soit le

produit canonique de (s;) dans p.

iekK
COROLLAIRE 2. Soit p un foncteur § produits fibrés finis (resp. a noyaux);
si b et b' sont deux foncteurs p-structurés ayant méme source, méme but
tels que (ﬁH(;), ﬁH(Z' )) ait un noyau n dans p, il existe un noyau n de
( b, ") dans f, et n estun p-monomorphisme strict.

A. D'aprés la proposition 8 (resp. proposition 7),il existe un noyau
7 de (h,b') dans f tel que by(7n)=n. Comme n est un p-monomor-

phisme, 7 est un § -monomorphisme strict. V
3. Categories structurees quasi-quotients.

HYPOTHESES. Nous supposons que U et ‘lAJ sont deux univers tels que
Uc U et nous désignons par I et M les catégories des applications
associées, par ﬁl‘ I'ensemble des injections canoniques (E,,, E') d'une
partie E’ de E el dans E. Soit U l'ensemble des éléments de U équi-
potents a un élément de U, et M la sous-catégorie pleine de i ayant pour
objets les éléments de U. Rappelons (prop. 3-15 [3]) que U est un uni-
vers. Nous nous donnons un foncteur d'homomorphismes saturé P:(jﬁ ,f,l-} )

A

de H- vers Ji, et nous notons H" et i les sous-catégories pleines de
H: telles que H :;P1 (MY et ﬁ:i’l (ﬁl). Soit X un ensemble de P -
monomorphismes et X' 1'ensemble des j € X tels que P(j) efie.

Comme P est un foncteur d'homomorphismes, si s est une P -sous-
structure de § 61:1(;, il existe une unique P -injection j € S,I:I .s telle que
P(j) et

; on 1'appellera P -injection canonique de s vers §.
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DEFINITION. Soit § une unité de H*. On appelle ( X, P )-sous-structure
de S une P-sous-structure s de S telle que la P -injection canonique de
s vers § appartienne 3 X. Si E est une partie de P(§), on dit que S est
la (X, P )-sous-structure de S engendrée par E si s estune ( X, P )-sous-
structure de S, si EC P($) et si P(s)C P(s') pour toute {( X, P )-sous-
structure s’ de S telle que EC P(s').

Ainsi 5 estla( X, P )-sous-structure de § engendrée par EC P(S)
si, et seulement si, c'est la plus petite ( X, P )-sous-structure s de § telle
que EC P(s), l'ordre sur l'ensemble des (X, P )-sous-structures de §

étant :
s< s' si, et seulement si, P(s)C P(s’).

S'il existe une ( X, P )-sous-structure s de § engendrée par E, celle-ci
est déterminée d'une facon unique. Si de plus s est une (X', P }-sous-
structure de §, o X'C X, c'est aussi une (X', P )-sous-structure de §
engendrée par £,

PROPOSITION 1. Sofent § 6[15 et ECP(S). Une (X, P )-sous-structure
5 de S est engendrée par E si, et seulement si, la P -injection canonique
j de s vers S est un (X' P )-sous-morphisme de S engendré par (P(S), ,E)
[AL].

A, Soit A l'ensemble des j €S5.X" tels que EC P(s) et
P(j).(P(s),c.E)=(P(S),¢,E),

ol s = a(j); en associant s 3 j, on définit une bijection a' de A sur
I'ensemble A' des ( X, P )-sous-structures s de § telles que ECP(s).
Si 7 et j' sont les P-injections canoniques de s € A’ vers § etde s’ € A’
vers §,on a P(s)C P(s') si, et seulement si, il existe b €H tel que
j=7j.h (et alors P(h)=(P(s’),P(s))). Donc j€EA est un (XL, P)-
sous-morphisme de § engendré par (P(S), ¢, E) si, et seulement si, a(j)

est une ( X, P)-sous-structure de § engendrée par E . v

DEFINITION. Supposons Xﬁy C X. On dit que P est (W,X.H(; )-engen-
drant s'il vérifie la condition :

(1) Pour tout § 6[}5 et toute partie E de P(S) telle que E €1,
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il existe une (X .FI(;, P )-sous-structure de S engendrée par E.
P est dénombrablement (M, X .HO')-engendrant s'il est (T, X .H;)-engen-
drant et si de plus, N notant 'ensemble des entiers + 0, on a:

(2)S: § 6;1(; et si (s;); N €St une iuite de (X.ﬁ(;,P)-sous-
structures de S telles que P(s,)CP(s; 1) € U pour tout entier 7, alors

il existe une (X, P )-sous-structure 5 de S vérifiant P(§) = U P(s;).
ieN

PROPOSITION 2. Supposons X,ﬁ?-, cX, § efl;}, /= (P(S),_f, E)s?ﬁ
et E €U, Il existe un (X.H;, P)-sous-morphisme de S engendré par [ si,
et seulement si, il existe une (X.ﬁ(;, P )-sous-structure de S engendrée
par E' = [(E). J

A. Soient A l'ensemble des

i €X‘.I:1"5 tels que
P(j)-(P(a(i)e E')=(P(S),E")

et B l'ensemble des ]'A €X.H; tels

qu'il existe & vérifiant P(f)+k=/.

SijeA et s=a(i), 'ensemble

P(s) appartient 3 U, de sorte qu'il
existe une bijection g de P(s) sur
un F €'ll. Le foncteur d'homomor -

phismes P étant saturé, il existe

un et un seul g 61:13/ .s tel que
P(g) = g. Par définition de A et de H,onag EH(;.ﬁ,)', , d'olt

N 7 . . .

1=7.87 €X.H JH CX . HS.
De plus, si ' désigne l'application de E sur E' restriction de [, on

trouve
[=(P(S), ,E').fr=P(j)(P(s) . E").f"=
= P(7).g.(P(s),c E').["

c'est-a-dire jAEB. Inversement, si j' € B, il existe un g” 6[}7 ,a(jA')
tel que P(g") soit la bijection restriction de P(j')a af P(f')) et posant
5 am-1

=2 et j':f’,é', on trouve ;' €4, car P(j')=(P(S),¢,E"), on

E" = P(ﬁ(é")). Enfin il existe b € H tel que j'.bh =7 si, et seulement si,
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jA’ b= jA, o h'= g'.h.g71. Il en résulte que la P-injection canonique
j de s vers § est un (X! -I-?(;,P)-sous-morphisme de § engendré par
(P(S),.,E") (i.e., d'apres la proposition 1, que s est une (X.l:ié, pP)-
sous-structure de S engendrée par E’') si, et seulement si, j est un

(X.H;, P)-sous-morphisme de § engendré par f. \%

COROLLAIRE. §¢ Xﬁy C X, alors P est (W,X.H(;)-engendrant si, et
seulement si, pour tout § EFAI(') et toute application (P(S),[,E), od

E €U, il existe un (X.H;, P)-sous-morphisme de S engendré par f.

DEFINITION. Supposons que X soit l'ensemble des P-monomorphismes;
une ( X, P )-sous-structure de S engendrée par £ est appelée une P -sous-
structure de S engendrée par E; si P est (resp. est dénombrablement)
(m,X.H(;)-engendrant, on dit que P est (resp. est dénombrablement) -

engendrant pour M .

PROPOSITION 3. P est ,--engendrant pour W si, et seulement si, il véri-
fie la condz'tz'ori . Pour toute uniié S de f}o et toute partie E de P(S)
appartenant & U, il existe une P -sous-structure s de § engendrée par E
telle que P(s) Ecﬁ.

A . Notons X l'ensemble de tous les P -monomorphismes.

10) Si la condition est vérifiée et si § €[:1<'), ECP(S) et E e‘lN[,
la P -sous-structure s de § engendrée par E est a fortiori une ( X .ﬁ(;,P) -
sous-structure de § engendrée par E. Donc P est ~-engendrant pour M.

20) Supposons que P soit ~-engendrant pour M, que § 6]}(; et que
E € {1 soit une partie de P( S ). Il existe une ( X ﬁo P )-sous-structure s’
de § engendrée par F, et P(s’) appartient 3 U. Montrons que s' est une
P -sous-structure de § engendrée par E. En effet, soit s" une P -sous-
structure de § telle que P( s ) contienne E. s’ s
L'ensemble E' = P(s') N P(s") appartient Z
a 'univers ﬁ, de sorte qu'il existe une s S'”

(X .ﬁé, P )-sous-structure s de s” engendrée . . .
par E’. Comme s est une P - sous- structure

Pls)
de S telle que -
P(s)ellec ECE' CP(s),

PIS)
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elle admet s’ pour P -sous-structure. Il s'ensuit que s’ est une P -sous-

structure de s"”, ce qui achéve la preuve. \Y

COROLLAIRE. Si P est ~ -engendrant pour W, si s; est une P -sous-
structure de S 61:1«; pour tout i €] et si E = iQ] P(s;) e"ﬁ, alors E
définit une P -sous-structure de §.

A . D'aprés la proposition, E engendre une P -sous-structure s de
S telle que ECP(s) eﬁ. Puisque s, est une P -sous-structure de § et
que E est contenu dans P(s;), s est une P-sous-structure de s, pour

tout i €], d'od P(s)c N P(s;)=FE. Autotal P(s)=E. V
ie]

PROPOSITION 4. Supposons que P soit ~-engendrant pour M, soient
(C+,s) une catégorie P -structurée et K* une sous-catégorie de C*. Si K
appartient & ﬁ et si K*x K+ définit une P -sous-structure s de s s s, alors
K définit une sous-catégorie P -structurée de (C+,s).

/A . Reprenons les notations de la partie 3 de la démonstration de la
proposition 3-2, en y remplagant p par P, en particulier soit j_ la P-
injection de s vers s x s telle que P(j,)(x)=(x,a(x)). Le foncteur
d'homomorphismes P étant saturé, il existe g € 1:1,), s tel que le but s
de g, soit une P -sous-structure de s xs appliquée par P sur l'ensemble
C: des couples (x, a(x)), ot x € C, et que P(g,) soit la bijection res-
triction de P(j_) a C. L'ensemble

Ke=Chn(K"«xK)=P(s,)NP(5)
des couples (x,a(x)), ol x € K, appartenant 3 ﬁ , il définit une P -sous-
structure s! de s s d'aprés le corollaire de la proposition 3. Notons s’
le but de l'unique élément g de 1}7 .s’ tel que P(g')(x,a(x))=x
pour tout x € K. On trouve K = P(s’) et s’ est une P -sous-structure de s,
car s’ est une P-sous-structure de s . Toujours d'aprés le corollaire de
la proposition 3, comme K;= C;N K= P(so)sfﬁ P(s") Eﬁ , l'ensemble

a

-1
SO' _ S ga

0l

Sa,

95 .
s Ja
o S*S
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K; définit une P -sous-structure sy de s, et s, esta fortiori une P -sous-
structure de s . Il résulte alors de la proposition 6-2 que (K-, s’) est

une sous-catégorie P -structurée de (C*,s). V

COROLLAIRE. Supposons que P soit ,-engendrant pour W et que (C*,s)
soit une catégorie P -structurée. Si (C: s;) est une sous-catégorie P -
structurée de (C+,s) pour tout i €] et si K = 'ﬂ C; appartient & u,
alors K définit une sous-catégorie P -structurée de Z(EC *, S5 ).

. D'apres le corollaire de la proposition 3, K définit une P -sous-
structure s’ de s; de méme K+ xK:*= ‘ﬂ CrxC; définit une P -sous-
structure s de sss, étant donné que ZI(E'jakK' appartient 3 U et que
C ;% C; définit une P -sous-structure s;+s; de s s pour tout i€ J(pro-
position 6-2). Par suite la proposition 4 entraine que (K*, s’') est une

sous-catégorie P -structurée de (C*,s). V

PROPOSITION 5. Soient F la catégorie des foncteurs associde g U et
Pg son foncteur d'oubli vers M. Alors Pq est dénombrablement -
engendrant pour M.

L, Soit C* une catégorie telle que C appartienne 3 1] .

10) Soient E une partie de C et K+ la sous-catégorie de C* en-
gendrée par E. Pour montrer que Pg: est ,~-engendrant pour N, il suffit
de prouver que, si E e U, alors K ELH. Or posons A = E Ua(E)u B(E),

ot a et [ sont les surjections source et but de C*; soit L |'ensemble

des chemins de C* de la forme (x,,..., x,), ob x; €A si 1< i<n.
K est1l'image de L par I'application k'
(X, 00, ) %0 oX de L dans C.

{l étant un univers, E Eﬁ entraine a(E) el et B(E) e, doa A ef].
Il s'ensuit (proposition 3-15 [3]) que l'ensemble produit A", pour tout
entier n, appartient 3 ﬁ , et par suite la réunion A’ = U a~ appartient 3
U, I'ensemble N des entiers appartenant 3 tout univerZ.EICVomme L est une
partie de A’, on obtient L €ﬁ, et a fortiori K =k*’(L ) Eﬁ.

20) Si (CH, ¢ N ©st une suite de sous-catégories de C* telle que
c,cc, 41 pour tout entier n, alors C' = U C,, définit évidemment une

. neN
sous-catégorie C'* de C+ .V
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Désignons par F(P) la catégorie des foncteurs P -structurés, par
P son foncteur d'oubli vers M et par X l'ensemble des P -monomorphismes

stricts (voir §2).

PROPOSITION 6. Si P est dénombrablement ~-engendrant pour M, P est
dénombrablement (M, X T ), )-engendrant.

A. Comme P est un foncteur d'homomorphismes saturé, il en est
de méme pour P (proposition 4 -2). De plus )},?(P)y C )A<, car tout
foncteur P -structuré inversible dans (P ) appartient 3 X et X définit
une sous-catégorie de F(P). Soit (C-,s) une catégorie P -structurée,
Notons 5:([';)0 I'ensemble des catégories P -structurées (6 -, 5) ou Ce ﬁ

10) Montrons que, si E est une partie de C appartenant 3 ﬁ, il
existe une sous-catégorie P -structurée (K:+,s') de (C-,s) telle que
ECK Eﬁ et que K C C' pour toute sous-catégorie P -structurée (C'*, s")
de (C-, s) vérifiant EC C’ Eﬁ. En effet, soit ((a,w ), (3, w')) le pro-
duit fibré naturalisé canonique dans fﬂ de (a,f3). Pour toute partie A de

C++« C+=aV B, nous poserons

z(A)=w(A)uw (A),
si A appartient 3 U, il en est de méme pour z( A ).
a- Soit C; la sous-catégorie de C* engendrée Ppar E. D'aprés la
proposition 5, C', appartient a U; par suite CixCy €U, et il existe (pro-
position 3) une P -sous-structure s', de s xs engendrée par C;« C; telle

que P(s') el.si x € C,, larelation
x=(x,a(x)) € CyxCiCP(s")
entrafne x = w(—x—) €z(P(s")), c'est-a-dire C,Cz(P(s").
b- Soit n un entier, » > 1, et supposons définies deux suites

’ 1 !
(Cz‘)i<n et (Si)i<n ayant pour premiers termes C1 et s’

et telles que, si [ < i< n, les conditions suivantes soient vérifiées :

(1)s;efly, P(s})CC%C*, C,CZ;=2(P(s}) et C; est la

respectivement

sous-catégorie de C - engendrée par Z, , .
(2) P(s; )CCi%C; et s} est la P-sous-structure de s x5 en-

gendrée par Ci' * Cl: .
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Notons C, la sous-catégorie de C* engendrée par Z _, =z(P(s;_ ,)).
Si(x',x)€P(s! ), ona a(x')=B(x),
x'eZ ,CC, x€Z, CC, d'ou (x',x) eChxCp.

~

X

Puisque P(S;z—l) appartient 2 U, 1'ensemble Z,_, ¥ appartient aussi,
ainsi que C_ (proposition 5). Il en résulte que C x C engendre une P -
sous-structure s'n de s xs telle que P(s’) Eﬁ. Enfin x €Cn a pour

conséquence :
x=w(x,a(x)) €x(CrxCr)CZ ,onZ, =z(P(s})),

de sorte que CnC Zn.
c- Par récurrence on construit de cette fagon des suites (C,); . n
et (s%), .y vérifiant les conditions (1) et (2) pour tout entier 7 ¥ 0.

En particulier

C,cC;ip el et P(s) )CC;xC;CP(sy)

pour tout i € N. D'aprés la proposition 5, K = U C; définit une sous-
ieN ~
catégorie K* de C*. Etant donné que K appartient & l'univers U, que
Kxk'=U cpeci= U prsy
ieN ieN

et que P est dénombrablement ,~-engendrant pour X, 'ensemble K*4xK*
définit une P -sous-structure s de s xs. La proposition 4 affirme que K
définit aussi une I; -sous-structure (K*,s') de (C*,s).

20) Avec les mémes hypothéses, supposons que ( C'*,s”) soit une
sous-catégorie P -structurée de (C-,s) telle que ECC’ et C’ el.
Comme C1 est contenu dans C’, on a Cy%C;C C'*«C’*, et la P-sous-
structure s', de s s engendrée par Cj+C; est une P-sous-structure de
la P -sous-structure s" x s” de s x s définie par C'*4xC’ *. Soit n un entier,

-

n > 1, et supposons prouvées les inclusions
C;CC" et P(s;-)C C'*% C’* pour tout i < n.
C'* étant une sous-catégorie de C*, on trouve
Z, ,=z(P(s;, _NCz(C"xC"*)CC",

par suite C,, qui définit la sous-catégorie de C* engendrée par Z est

n-1’
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contenu dans C’, et C;l *C, CC % C'*, de sorte que la P -sous-structure

14
n

s' de s s engendrée par C * C estune P-sous-structure de s"* s". Par

récurrence ceci prouve que
C,CC et P(s;)CC' xC""

pour tout entier nz > 1. Il en résulte K = U CnC C'. Donc (K", s’) est
- . A neN
une (X .?(p)o, P )-sous-structure de (C*, s ) engendrée par E.
(o] N . M - z M . P
30) Soit (( G50, N Une suite de sous-catégories P -structurées
de (C-,s) telle que G,C G, 41 eU pour tout entier n. L'ensemble G
réunion de (G, ), .,y appartient a l'univers U et définit une sous-catégorie
G* de C* (proposition 5). Puisque (G, x G,;)n en ©€Stune suite croissante
de parties de C ' C* telles que G x G appartienne a U et définisse une
P -sous-structure s_xs, de sxs et que G*x G = U G-« G, il existe
n n EN n n
une P -sous-structure s de s x s vérifiant P(s) = G*% G, car le foncteur
P est dénombrablement ~-engendrant pour . D'aprés la proposition 4,
il s'ensuit que G définit une sous-catégorie P -structurée de (C*, s ),
c'est-a-dire une (X. 3:(5)0, P )-sous-structure de (C-, s). Ceci montre

que P est dénombrablement (m,)}.(f(p)o)-engendrant. \Y,

PROPOSITION 7. Supposons que U e‘ﬁ, que P soit un foncteur a noyaux
et -produits, dénombrablement ~-engendrant pour M et que E AE})e U
pour tout E €U. St (C*,s) est une catégorie p-structurée et r une rela-
tion d'équivalence sur C, il existe une p-structure quasi-quctient de
(C*,s) par r. De plus ff(p) est une catégorie @ K-*-limites inductives
pour toute catégorie K:* € ?o,

A . La proposition sera prouvée si on montre que sont vérifiées les
conditions des théorémes généraux d'existence de structures quasi-quotients
(corollaire 1, proposition 3-2 [4]) et de limites inductives (proposition
4-3[41).

10) ?(p)o appartient a Ll]. En effet, si (C-,s) e‘f(p)o, on a:

C=(C,k)eUxU, seH = pl el
K ; S, . cé‘{r ({c})ell
do (C+,s)e(UxU) ><Ho'€LU, car U est un univers. Il s"ensuit

Fp), C(UxUsxH, donc F(p), €.
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20) Le foncteur § étant fidele, 1'application
(C*,s), b, (C*s)>((C*,5).b,(C*,s)),

od b est le graphe de p(h), est une bijection de F(p) sur une partie de
g(p)O x U x Cf(p)o. Par suite F(p) est équipotent & un élément de U,
Le foncteur P étant & J -produits pour tout | € U (corollaire 2, proposition
7-2), il est aussi a | -produits, pour toute partie | de F(p).

30) P est (W,)}.?(p)o)-engendrant, ol )A( est I'ensemble des P~
monomorphismes stricts, en vertu de la proposition §. De plus p est a

A . iy . ..
noyaux et tout noyau n dans p appartient & X (corollaire, proposition

7-2); il s'ensuit X.n C X, car X définit une sous-catégorie de $(p). V
4 . Transformations naturelles structurées.

HYPOTHESE. Dans ce paragraphe, p désigne un foncteur d*homomor-

phismes saturé (N, p, H").

DEFINITION. On appelle transformation naturelle p-structurée un triplet
T = (—/;', t,_/; ), ot b et b’ sont deux foncteurs p -structurés de méme source
(C'*,s"), de méme but (C*,s) et ob t €s.H.s! est tel que (FF(b").
p(t),ﬁg:(b—)) soit une transformation naturelle, dite sous-jacente a T.

Si (C+,s) et (C**,s") sont deux catégories p -structurées, nous
noterons N ((C*,s),(C'*, s")) "ensemble des transformations naturelles
p -structurées (Z', 1,75) telles que b ait (C'",s’") pour source, (C*,s)

pour but.

PROPOSITION 1. Sofent (C*,s) et (C'",s") deux catégories p-struc-
turées. L'application v associant & T e N ((C*,s),(C'*,s')) la trans-
formation naturelle sous-jacente est une bijection de N ((C*,s),(C"*,s"))
sur un ensemble M définissant une sous-catégorie M®P de la catégorie
longitudinale N (C+, C*" ) des transformations naturelles entre foncteurs
de C'* vers C".

A. Le foncteur p étant fidele, v est une bijection de M’ =
=N(C+,s),(C"*,s")) sur une partie M de N (C*, C'*). Prouvons que
M définit une sous-catégorie de N (C-, C*'+)™. En effet, supposons
T=(h',t,h)eEM, o
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h=((C*s),h,(C', s")) et b =((C, s), b, (C" s").
Notons ( F', &, F) la transformation naturelle v (7T) € M et i’ la p-injec-
tion canonique de s! vers s‘, ou p(sl)= cle. Le triplet (;,b.i',;)
est une transformation naturelle p-structurée o™ T, et v(a®T) =
=(F,F_,F) €M estlasource de v(T) dans Nec:, C' )X De méme

BET =(h*, b .i", b*) € M*
et V(BT T)eM estle butde v(T) dans R(C-, C*+ )™, Soit de plus

T'=(h", ", h,) €M et v(T")=(F", 0", F,).
Le composé O = v(T')CQv(T) est défini dans N (C-, C )M si, et

seulement si, F, = F’, c'est-a-dire si, et seulement si, lo1 = b', supposons

qu'il en soit ainsi. Alors
O" = (F",0" F), ot 6"(x) =0"(x).0(x)

pour tout x € C7°. Si @ et b structurent les applications source et but de

C -, on obtient a.t’ = b.t, car p est fidele et
a(8*'(x)) = F'(x)=8(8(x)) pour tout x EC;'.

St ((a,v),(b,v")) est le produit fibré naturalisé canonique de (a, &)

dans p, il existe un et un seul g €sxs.H.s} tel que
v,.g=t et v'.g=1t,

et p(g) associe (O'(x),0(x)) a «x € Cl-. Il s'ensuit que le composé

" =k.g, ou k structure la loi de composition de C*, admet G” pour

S*S
g
.S"
[l o
&
v v/ t
[u 7
a h'
h ’
s ha s
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image par p. Donc
TP = (b, 1", h) €M et @" =v(T") €M,
de sorte que M définit une sous-catégorie M™ de N ¢(C+, ¢'+)MW, V

DEFINITION. Avec les notations de la proposition 1, la catégorie image
de M par la bijection inverse de v est notée NC,s),(C*,s*)™
et appelée catégorie longitudinale des transformations naturelles p -struc-
turées.

Sa loi de composition est donc définie par :

((;",t',z-l),(;;',t,-b_))—»(;", t',-}-J—) si, et seulement si, blf—' ',

oir 1” estl'unique élément de s.H.s? tel que
p(t")(x)=p(t')(x).p(t)(x) pour tout x € C’*.

Soit C* une catégorie, de loi de composition «. Nous notons
(BC *,JC*) la catégorie double des quatuors de C* (voir [6]). L'en-
semble OC* des quatuors de C* est un produit fibré (non canonique) de
(k,k) dans W, si C €, le produit fibré naturalisé correspondant étant
K, 1), (k,1u')), o i et u' associent respectivement (y’, x) et (x’, y )
a (y',x',x,y) €dC-.Si (C*,s) est une catégorie p-structurée et s'il
existe un produit fibré dans p de (k,%k), ol k €s.H.s s structure K,
il existe aussi un unique produit fibré naturalisé ((k,m),(k,m’)) dans p
tel que uw=p(m) et u* = p(m"). Dans ce cas, nous désignerons par [J=
le produit fibré de (%, k) source de m.

Soit C'* une autre catégorie. Si @ = (F’, @, F) est une transfor-

mation naturelle entre foncteurs de C'* vers C-, l'application
x> (F'(x),0(B(x)),0(a(x)), F(x)), ou x €C",

définit un foncteur $g de C'* vers la catégorie latérale BC'; I'appli-
cation ® » ® g définit un isomorphisme de la catégorie R (C*,C"" Y sur
la catégorie ?(BC',C' *)™ des foncteurs de C'* vers BC * considérée
dans le théoreme 7, 1 [6].

PROPOSITION 2. Sofent (C*,s) et (C'*,s") deux catégories p-struc-

turées et supposons qu'il existe un produit fibré Os de (k, k) structurant
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OC-. Il existe une bijection z de N((C*,s),(C"*,s")) sur I'ensemble
F(Os,s') des fe0s.H.s' tels que p(f) définisse un foncteur de C*'*
vers B c-.

A. Reprenons les notations de la proposition 3-2 relativement
a(C:,s).

1o Supposons T = (h',t,h) eR((C*,s),(C’*,s')), on

h=(C* s),bh,(C* s")) e b =(C*, s), b, (C" s')).

Notons © lastransformation naturelle (F’, 8, F) sous-jacente 4 T et

le foncteur de C'+ vers HC* associé 4 ®. Puisque

a(F'(x))=B(0(a(x)) et a(G(B(x))=B(F(x))
pour tout x € C’' et que p est fidéle, on trouve

a b'=b ,t.a" eta_ .t.b.=b_.h,
(o] o

(o] o (o] (o]
ot a_, b, a, et bl structurent les applications source et but de C* et

de C’*. Il existe des éléments /* et f® de s «s.H.s' tels que

v.f' =b, v'.f':z.a:), v.f":t.b'o, v =h,

car ((a_,v),(b,, v")) est un produit fibré naturalisé dans p. Les appli-
cations p(k.f*) et p(k.[f") associant respectivement a x € C* les

composés
F'(x).6(a(x)) et 6(B(x)).F(x)
qui sont égaux, on a p(k.f*)=p(k.f"), d'ou k.["=k.[". Si ((k,m),

(k, m')) est le produit fibré naturalisé dans p définissant (s, il existe

un unique / € Os.H.s' tel que
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I'application p(f) associe (F'(x),0(B(x)),0(a(x)), F(x)) a x € c’,
c'est-a-dire définit le foncteur ®. Donc [ e (os, s'); posons f=2z(T).

20 Inversement, supposons [ € F(Os,s') et soient ® le foncteur
de C'* vers BC' défini par p(f) et (F', 0, F) la transformation naturelle
correspondante. Les applications p(v.m.f) et p(v’.m'.f) définissant

respectivement les foncteurs F’ et F, les triplets
B =((Cos)vem f,(C, ")) et h=((C* s),v"um'f,(C"*, s"))

sont des foncteurs p-structurés. Enfin O=p(t'), ou t'=v.m'.f.i’,

i’ étant la p -injection canonique de s! vers s’. Ainsi T’ =(h', ', h) est
une transformation naturelle p -structurée, et [ = z(T'). Ceci prouve que

I'application z : T » z(T) est la bijection cherchée. V

DEFINITION. On appelle catégorie double p -structurée un triplet (K *,K°,s),
o (K*,K°) estune catégorie double et o (K',s) et ( K°, s) sont des

catégories p-structurées,

PROPOSITION 3. Soit (C*,s) une catégorie p-structurée. Si p est un
foncteur a produits fibrés finis, il existe une catégorie double p-structurée
(EDC‘,HC', Os), og (s est un produit fibré de (k, k).

A . Nous reprenons les notations de la proposition 3-2 relativement
a (C-,s). Le foncteur d"homomorphismes saturé p étant 3 produits fibrés
finis, il existe un produit fibré naturalisé ((k,m ), (k, m")) dans p tel que
p(m) et p(m') soient respectivement les applications

Moy xt x,y)s (Y, x) ety oy, xt x,y) s (x",y)

de OJC* dans C. Posons [Os = a(m).

1°) Comme, par définition, on a % vja=s=k.j,, il existe un
unique 4 € Os.H.s tel que

m.dea et m'.dzjb.
Le composé a =d.v'.m’' est appliqué par p sur l'application source
(¥, %, xy)>yB=(y,B(y), aly),y)

de UC*. De méme b=d.v.m est appliqué par p sur l'application but

(y*,x",x,y)»y'™ de (MC-.
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Notons ((a, v), (Z-, 7*)) le produit fibré naturalisé canonique de (&, ;)

dans p, et soit 5% 5 la source de 7.

20) On trouve a.v'.m.v=05,v' .m.v", car p est fidéle et ces

deux éléments de s.H.s x5 sont appliqués par p sur I'application
g=((y", x"™, x", ¥y ), (y' . %", %, y))>a(x")=B(x).
Il existe donc [ €s xs.H.s x5 tel que
v.f=v.m. U et v .f=v . .m.0";
p(f) est 'application associant (x",x) a2 q. De méme, comme a.,.v.m’,0=
=b.v.m'.v", il existe I €sxs.H.,s xs vérifiant

v.f'=v.m.v et V. =v.m .V

et p(f') associe (x™ ,x"') & q. Puisque a(y”) = /G(x".x) et a(x™, x")=

= /f(y), onobtient a.v.m.v=>b.k.f et a.k.f=b.v".m". 0", de sorte

qu'il existe des éléments g et g’ de sxs.H.5% 5 tels que

v.g =v.m.v, v'.g =k.f,

? ’

v .m' . v,

I

v.g' = k.f, v'.g'

Les applications p(g) et p(g’') associent respectivement 4 g les couples

(y"”,x".x) et (x™ ,x",y). L'égalité
y".x".x = x"'.y'.x = x”l'x'.y
pour tout g € [(II1C 4 [I1C * entraine k.g = k. g'. Il en résulte qu'il existe

un et un seul k €0s.H.5« s tel que
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m.k=g e m.k= g.

" B
X, X

L'application p(k) associant (y", x .x,y) a g, c'est la
loi de composition de [ICC-.

3°) Ainsi ([DC,Os ) vérifie les conditions de la proposition 3-2,
et, p étant a produits fibrés finis, c'est une catégorie p-structurée. Par
ailleurs de l'égalité k. m=%k.m', on déduit qu'il existe un et un seul élé-
ment ¢ de Os., H.{Js vérifiant

m.c=m' et m.c=m.

L'application p(c) étant sous-jacente 3 !'isomorphisme canonique de
CC’ sur B C', qui associe (x',y",y,x) a (y',x',x,y), ['élément ¢
est son propre inverse dans H . Donc (E} C’',[Cs) est une catégorie p -struc-
turée, & savoir l'image de (DC ', Os) par p(c). Au total (EDC',BC',DS)

est une catégorie double p-structurée, notée ((C',s). V

COROLLAIRE. Supposons que p soit a produits [ibrés finis et soient deux
catégories p-structurées (C',s) et (C,s"). 1l existe un isomorphisme
de N((C ,s),(C",s"))™ sur une catégorie ayant pour ensemble sous-ja-
cent ['ensemble A des foncteurs p-structurés de (C'", s') vers (BC', Os).
A, (EC',DS) étant une catégorie p-structurée, 1'application
(Hc .os), f.c”,s"))~f
définit une bijection z' de A sur l'ensemble $(0Os,s") considéré dans

la proposition 2 dont nous reprenons les notations. La catégorie cherchée

est donc 'image de N((C ,s),(C"", s ))™ par la bijection 2%z . V

REMARQUE. En fait la premiére partie de la preuve de la proposition 3 mon-
tre qu'il existe @ et b structurant les applications source et but de [II1C’
dés qu'il existe un produit fibré de (%, k) dans p; dans ce cas d, qui admet
v'.m' pour inverse 4 gauche, est une p-injection; la classe des unités de
(O C ' définit alors une p-sous-structure 50 de [Os, a savoir le but de l'uni-
que inversible d' de source s tel que p(d") soit la bijection y =y ™ de C
sur ([TIC’ )o. Les parties 2 et 3 de cette preuve montrent que, si de plus
il existe un produit fibré de (@, %) dans p, on a ane catégorie double p~
structurée (LI C, EC', Os ), ou [Is est le produit fibré de (&, k) dans p

défini plus haut.
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PROPOSITION 4. L'ensemble des transformations naturelles p-structurées
est muni d'une structure de 2-catégorie (%(p)m,%(p)‘) telle que N(p )0
soil la catégorie somme des catégories longitudinales
Rcc,s)(c,s))>

et que l'application y associant a la transformation naturelle p -structurée
T la transformation naturelle sous-jacente définisse un foncteur double de
(N(p)TB, R(p) ’) vers la 2-catégorie des transformations naturelles asso-
ciée & l'univers , laquelle est notée (%m,m.).

A. y définit un foncteur fidéle de N(p )™ vers N | Soit T une

transformation naturelle p -structurée (b, t,h) , ol
b=((C",s'),h,(C,s)).

Si g est un foncteur p-structuré ((C',5),g,(C'",s")), le triplet (é. b,
g. zo,g. b) est une transformation naturelle p-structurée, appliquée par y
sur ﬁff(g)y(T); nous la noterons §T. Si f_ est un foncteur p -structuré
((C".s),[,(G',5)) etsi f estlep-sous-morphisme de f de source 5,
de but Soo le triplet (;’.7, t. fo ,Z. 7) est une transformation naturelle p-
structurée appliquée par y sur y(T)pg([); désignons-la par Tf. Consi-
dérons sur N(p) la loi de composition partielle:

(T',T) =T 4T =g'TTOT' b, ssi g.h est défini, o0 T=(Dh", 1,5),

T =(g", t'.g).

y définit un homomorphisme de N(p)* vers N ¢, puisque (N N ) est
une 2-catégorie et que p est fidele, (N(p )™, N(p)*) est aussi une 2-ca-
tégorie, dite 2-catégorie des transformations naturelles p-structurées. V

Nous allons montrer que, sous certaines conditions, les catégories
longitudinales des transformations naturelles p-structurées sont canoni-
quement structurées.
HYPOTHESE. Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons donné un fonc-
teur d'homomorphismes saturé p’, de H'  vers M, a produits fibrés finis
et 4 noyaux. Nous désignons par (H , D) une catégorie p’-dominée, de ca-
tégorie sous-jacente H ', telle que, pour toute unité s’ de H', le foncteur

D(.,s'") de H™ vers H'' associant D(bh,s’) a b soit compatible avec les

349

1+



1+

40 EHRESMANN

produits fibrés finis. Rappelons (voir [5]) que, si (K',5) est une caté-
gorie p-structurée, il existe alors une catégorie p'-structurée ((5.H.s)®,

D(S,s')), notée D((K",5),s'), dont la loi de composition est:
(b, b))~ b", o p(b")x)=p (b')(x).p (h)(x)
ssi cet élément est défini pour tout x€p’'(s’).

PROPOSITION 5. Soient (C'',s') une catégorie p-structurée et (K,
K°®,5) une catégorie double p-structurée. [l existe une sous-catégorie
p-structurée D((K',K°,5),(C'",s')) de D((K',5),s') définie par I'ensem-
ble A des éléments [ de H tels que ((Ke,5),f,(C'",s')) soit un élé-
ment de F(p).

A. Notons a, b et k (resp. a', b' et k') les éléments de H struc-
turant les applications source, but et loi de composition de K° (resp. de
C'" ) relativement a § (resp. a s') .

1) Le couple (D(a,s'),D(5,a’)) admet un noyau canonique 7
dans p', dont la source z est appliquée par p' sur l'ensemble U des

[€s.H.s" tels que:
a.f=p(D(a s ))f)=p(D(5,a))(f) =] a.

Il existe aussi un noyau canonique n' dans p' de (D(b,s'),D(5,b')),
et p' applique la source #' de n’' sur 'ensemble U’ des fes.H.s' tels
que b. f=/.b'. Comme p’ est un foncteur d' homomorphismes saturé a pro-
duits fibrés finis, il existe un produit fibré naturalisé (non canonique)
((n,7),(n", 7)) dans p’ tel que n.7 soit la p'- injection canonique de
# vers D(S,s"), ob u est la p'-sous-structure de D(5,s') définie par
I'intersection de U et de U'. Autrement dit p'(u) est l'ensemble U" des
fes.H.s' tels que p(f) définisse un homomorphisme entre les graphes
sous-jacents &4 C' et a Ko.

2°) Soient ((@,7),(%,v')) et ((a',w),(b',w')) les produits
fibrés canoniques dans p. Par hypothése

((D(@,s'),D(v,s')),(D(b,s'),D(v',s")))

est un produit fibré naturalisé dans p’. Posons

b=D(s,w).n.n et bh'=D(s,w').n.x.

320



CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES 41

En utilisant le fait que D est un foncteur de H' XH* vers H', on obtient

D(a,s'«s'). b =D(@,w).n.7=D(5,w).D(T,s').n. 7=
=D(s,w).D(s,a").n.n=D(5,a'".w).n.7

N

et, de méme
D(b,s'sxs"). b =D(s,b.w').n".7n".
Puisque a'.w=5b'.w' et n.m=n".n', il s'ensuit
D(a,s'*s').b=D(b,s"xs'). b,

de sorte qu'il existe un et un seul r€ H'.%u tel que

D(v,s'ss").r=h et D(?',s *s').r= b’ Dis.ar)

p'(r) associe a I'élément j de U" l'unique [%/ tel que  Dfés”
v.(fxf)=f.w et D . (fxf)=f.w'.

La source § du noyau canonique dans p’' du couple (D(S,k').n.7% .

D(k,s"xs").r) est telle que p'(S) soit 'ensemble des fc U” tels que

[k :Z.(f*/). Il en résulte p'(S) = A.

4) Soit F(Ko, ") la catégorie des foncteurs de C'° vers K°©

-

associée a la catégorie double (K™, K°) par le théoreme 7-11 [61]1. La
bijection restriction de p’ a A définissant un isomorphisme de la sous-
classe multiplicative é. de (5.H.s")® sur F(Ke, C' ), en fait A ® est
une sous-catégorie de (s.H.s") ®. comme § est une p'-sous-structure de
D(s,s"), il s'ensuit, d'aprés la proposition 5-2, que (A ® S) estune

sous-catégorie p'-structurée de D((K',5),s'). V

Notons f' le foncteur d'oubli canonique de la catégorie S:(p') vers
M et [3'0 le foncteur (non fidéle) de 3:([7') vers M associant p’(/o) =
(C, .1, Cg) a((c ,s) f,(C”,s)), 0\3_[: p(f).

PROPOSITION 6. Si p est & produits fibrés finis, il existe une catégorie
p'o -dominée (F(p),E) telle que E((C’,s),(C",s')) soit isomorphe
a la catégorie p’ -structurée D(Q(C",s),(C"",s")) associée a la catégo-

rie double des quatuors de (C’,s).
A. Considérons deux foncteurs p-structurés

g =((C",s'),8,(G",5)) e g=((G,3),g,(C’,s)).
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10) Soit g*g 1'élément de $*3.H.s+s appliqué par p sur une
restriction de p(g)Xp(g). Si k et % sont les éléments de H structurant
les lois de composition de C° et G  respectivement, on 2 k. g*g=g.k,

de sorte qu'il existe un unique élément ! de H tel que
m.l=gxg.m et m'.l=gxg.m',
oun ((k,m),(k,m)) et ((7@,7n),(£,73'z')) sont les produits fibrés natu-

ralisés dans p définissant (Os et Os. L'application p(!) définissantun

foncteur double entre les catégories de quatuors de C° et de G',
[DE=(T06,08),1.(mc . 0s) et Hy=(He . 03),1,(Hc', 0s))

sont des foncteurs p-structurés. Posons f=D(/, g'). Si le composé 5’ eh
L] . .
est défini dans la catégorie B  sous-jacente a B=D(([I1C ,0Os), s'),

alors p'(f)(h' eh)=1.(bh'@b). g’ associe a x€ (' l'élément

(b (g (x )OO h(g (%)) =1(h" (g ()DL h(g(x))=
~(L.h. g el b. g )(x)

ou l'on écrit t(x') au lieu de p(t)(x'), si t€H et x*€p(a(t)) . Il en
résulte que [/ est sous-jacent i un foncteur p -structuré f—de B vers B' =
D((RG",05),s").

20) Soient A et A' les ensembles sous-jacents aux sous-catégories

p -structurées
A=D(O(C,s),(C"",s")) e A'=D(O(G,5),(G",5))

de B et B’ respectivement. Si b appartient a4 A, alors p'(f)(bh)=1.h.g’
définit un foncteur p -structuré de ( G' ", 5') vers (HG™, 03), ¢'est-a-dire
appartient a4 A’.Par suite il existe un f'-sous-morphisme D(g,g') de f
de source A, de but A’, L'application (g, g') =D(g, g’ ) définit un fonc-
teur D' de F(p)xF(p)* vers Fp).

30) Soit z, la bijection z .z’ définissant l'isomorphisme cano-
nique (corollaire, proposition 3) de A ® sur la catégorie R((C’,s),
(C”, s')) ™ dont on identifie les unités a des foncteurs p-structurés. Cette
bijection définit un isomorphisme Z de A sur la catégorie p'-structurée
E((C',s),(C'",s'")) image de A par z,. Soit Z’' l'isomorphisme, défini

de maniére analogue, de A' sur E((G',S ),(G' ,S')). L'application
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(2.8)~2'.D(g,g).Z ! définit un foncteur E de F(p)xF(p)* vers
F(p') équivalent & D' et f'° . E est le foncteur homomorphismes de Fp)

c'est-a-dire (F(p), E) est une catégorie f'o -dominée. V

PROPOSITION 7. Si p est a produits fibrés [inis, il existe une catégorie
p'-dominée (F(p), E') telle que E'((C",s),(C"",s')) soit isomorphe d
une p'-sous-structure de D( s, s') et il existe une transformation naturelle
(E'. (M X)), 79, E'), oa [D est le foncteur g—~[Mg de F(p) vers
F(p) etoa p'(THN(C", s),(C",s')))associe (g a g.

A. Soient e=(C',s) et e'=(C"",s") deux catégories p-structu-
rées; nous poserons [[Ne=({IIC ,s).

1oy Si g=(e,g,e’) est un foncteur p-structuré, un foncteur p-
structuré [Tl g=({IJe, Og, de’) lui a été associé au début de la preuve
de la proposition 6. Comme le foncteur sous-jacent 4 [(Ilg est (TF, si
F est le foncteur sous-jacent 4 g, l'application g —»(1]g définit un fonc-
teur (IO de F(p) vers lui-méme.

20) Si C° est la catégorie discréte sur C, le couple ( C°, s) est
une catégorie p -structurée, et é=(C°,C ,s) est une catégorie double
p-structurée. La catégorie p’-structurée D(¢é, ¢') que lui associe la pro-
position 5 est de la forme (A°,S), ou A° estla catégorie discréte sur-
l'ensemble des b tels que (e, b, e') soit un foncteur p -structuré et o S
est une p' -sous-structure de D( s, s'); notons j la p'-injection canonique
de § vers D(s,s"). Soit (A'°,S§') la catégorie p’-structurée construite
de méme a partir de [Tle et de [T3e’, et j' la p’-injection canonique de
S’ vers D({Js,(0s’). Montrons qu'il existe un élément t(e,e’) de H',
de source S, de but §’, tel que p'(i(e,e’)) associe [Jg 4 g€ A. Notons
a, b, k et a', b’', k' les éléments de H qui structurent respectivement
les applications sources, buts et lois de composition de C° et de C’".
Soient ((a,v),(b,v')) et ((a',w),(d',w')) les produits fibrés dans p
naturalisés canoniques, ((k,m),(k,m')}) et ((k',n),(k',n')) les pro-
duits fibrés naturalisés définissant Os et [s’. Etant donné que 1l'on ob-
tient D(a,s").j=D(s,a').j, les applications sous-jacentes aux deux
membres associant respectivement 4. g et g.a' a4 g€ A, et que de méme

D(b,s").;=D(s,b").j, une démonstration analogue a celle de la propo-
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sition 5, partie 2, prouve qu'il existe un élément r de H' tel que

D(v,s'ss').r=D(s,w).j et D(v',s'*s').r=D(s,w').j,
p'(r) associe g*g a g. L'égalité k.(gxg)=g. k' pour tout g entraine:

D(k,s'ss").r=D(s,k").7,

d'on

D(k,0s").D(s«s,n).r=D(k,n).r=D(s,n).D(k,s"sxs").r

=D(s,n).D(s,k").j
et, de maniére analogue,
D(k,0Os"').D(s%s,n").r=D(s,n").D(s,k').j.
Il s'ensuit
D(k,Cs").D(sxs,n).r=D(k,0s").D(s*s,n").r,
car
D(s,n').D(s,k")=D(s,k.n")=D(s,k'.n)=D(s,n).D(s, k).
Le foncteur D(.,Os’) étant compatible avec les produits fibrés finis il
existe un unique r' tel que
D(m,Cs").r" =D(s*s,n).r et D(m’,Cs").r" =D(sxs,n").r,
et p'(r') associed g€ A |'élément g€ A’ défini par
m.g=gxg.n et m'.Og=gxg.n'".

Puisque p'(r' )( A) est contenu dans A’, il existe un unique élément r”
de S'.H'.S tel que j.7" =+', ot j' est la p'-injection canonique de §'
vers D{{s,s'). Nous poserons S=D"(e,e') et r" =t(e,e’').

30) Si de plus h=(8,5,(C",s)) et b’ =((C",s"),b", &) sont
des foncteurs p-structurés et si D"(e,e')=S", l'image de l'application
p'(D(h,b')):g > h.g. b est contenue dans p'(S"), de sorte qu'il existe
un p'-sous-morphisme D"(k,b') de D(h,h') de source S et de bur S",
L'application (h,bh') ~D"(h,b') définit un foncteur de F(p)xF(p)*
vers H'', que nous désignerons par D" . On a

D" (TDh, [0k ). t(e,e')=1(%,&).D"h,b"),
les applications sous-jacentes aux deux membres associant respectivement

Ch.Cg.Ch" et O(h.g.h') a g€A, lesquels sont égaux. Donc T =
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(D"(IOX[),t,D") est une transformation naturelle.
40) p' étant un foncteur d'homomorphismes saturé, il existe une
équivalence I =(E’,7y,D") telle que p’'(y(e,e')) associe (e, h,e’)

a b.Le couple (F(p), E') est une catégorie p'-dominée et la transfor-

mation naturelle cherchée est [(MxM Tl V

COROLLAIRE. La proposition 7 est aussi vraie si l'on remplace partout

1 par B

A. La preuve est analogue & la précédente, l'application p'(r") de
la partie 2 ci~-dessus appliquant aussi A dans l'ensemble des éléments de

H sous-jacents A un foncteur p-structuré de Be’: (E]C" , Cs) vers Be .V

PROPOSITION 8. Si p est a produits [ibrés finis et si (H', D) est une ca-
tégorie p'-dominée, ou p' est & produits finis, (F(p), E') et (F(p), E)
sont des catégories fortement p'-dominée et p'o-dominée respectivement.

A . Dire que (H , D) est fortement p’'-dominée signifie que, si s,
s’ et s sont trois unités de H ', il existe un élément k(s,s’,s) de H'
de source D(s,s'")XD(s',5) ecdebut D(s,5) appliqué par p’' sur une
restriction de la loi de composition de H . Soient

e=(C',s), ¢ =(C"",s") et €é=(G".5)

trois catégories p -structurées.

1°) Pour montrer que (F(p),E') est fortement p’-dominée, il suf-
fit, vu la construction de E’ a partir du foncteur D" donnée dans la propo-
sition 7, de prouver qu'il existe un élément £'( e, e’, ) de

S=D"(e, e )XD"(e',e) vers s"=D"(e,&)

appliqué par p’ sur une restriction de la lot de composition de H . L'ima-
ge p'(k(s,s',g))(p'(;)) étant contenue dans p'(s” ) et 5 et s” étant res-
pectivement des p’-sous-structures de D(s,s')XD(s’,5) etde D(s,5 ),
il existe un p’-sous-morphisme k'(e,e', e) de k(s,s’,s) vérifiant les
conditions voulues.

39) Montrons qu'il existe un élément b de F(p') de source L XL",
ot L =FE(e,e'), L'=E(e’,e), debut L" =E(e, &), appliqué par j'

sur une restriction ¢ de la loi de composition de la catégorie N (p) ¢ (propo-
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sition 4) & N(e, e’ )xN(e', e); cet élément étant appliqué par §'° sur
une restriction de la loi de composition de F(p), il s'ensuivra que ( F(p),
E) est fortement §'0 -dominée. En effer L, L' et L" sont isomorphes 2
A=D(De,e')= (A% S), A'=D(0e',2)=(A'% S), A" =D(0e, &)=

(_4”., §" ), notons

Z=(L,z,,A), Z'=(L",20,A") e Z" =(L", z A")

1

les isomorphismes canoniques. L'application ¢’ =z . c.(z,Xz]) asso-

ciea (f,f) I'élément (O( b ). fle(f . a0, ), ot a'Test I'élément
de s'.H.Cs' tel que p(a'™)(y,y,x,x)=x et b ™ 1'élément de
de s.H.Cs tel que p(b™)(y", Yy, x.xt) =y (ceux-ci existent d'aprés
la proposition 3). Il nous suffit de prouver qu'il existe un foncteur p’ -struc-
turé b’ =(A", b, AXA") tel que p'(h')=c"; 1'élément % voulu sera alors
7" b A(ZXZ')" Or § étant la p'-sous-structure de D([Cs, s') définie
par l'ensemble des éléments de H sous-jacents i un foncteur p -structuré

de e' vers Be, elle est identique a D'( He, e'), de méme
S':D"(Be',-é) et S”:D”(BE,E).

Soit t(e,e’) 1'élément considéré dans la proposition 7, de source §, de

but D”"(He,He’). Les triplets @' =( e', a’™ He') et b=(e, b™ He)

étant des foncteurs p -structurés, il existe des éléments SXD"(a’,e) et

(t(e',e).D"(b,e ))X8 de source SXS', de but SXD"(e’,e) et

D"(He, He' )X §'  respectivement. Posons

g =k'(He, e, e).(sxp"(a,z)),
g=k(He, He', ). ((t(e, e ).D"(b, e ))xS").
g et g’ sont des éléments de H' de source §X§’,de but D”(Be, e), et
les applications p'(g) et p'(g’) associent & ([ ,[) respectivement
a6 f). f et f a8, f; ces derniers éléments étant composables dans
A"® et le foncteur p' étant fidele, il s'ensuit a® g = b® g’, on a® et 6®
sont les éléments de H' structurant les applications source et but de A”®.
Par suite il existe un unique élément g” de H' tel que

‘U.. gn -

—_ ’

v'® =g,

g et g’

ou ((a® v®,(b® v'®) est le produit fibré naturalisé canonique dans p’.
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Si £® est 1'élément de H' structurant la loi de composition de A"®,1'élé~
ment b’ = k® g” est tel que p'(h')=c'. Comme (N(p), N(p) 4) est
une 2-catégorie, ¢ définit un foncteur de N(e, e’ )X RN(e’, )™ vers
N(e, &)X, a fortiori ¢’ définit un foncteur de A®XA'® vers A”"®. Donc

(A", b",AXA’) est un foncteur p'-structuré ». V

Supposons maintenant que p=p' et que ( C' ,s") est une catégo-
rie p-structurée, notée e', telle que le produit sXs' dans p soit défini
pour toute unité s de H'. Il existe alors un foncteur X:f— fX s’ produit
canonique par s', de H' vers H . D'aprés le corollaire de la proposition
7-2, il existe également un foncteur X' de ff(p) vers ff(p), produit ca-

nonique par e’

PROPOSITION 9. Supposons que D(.,s') soit un foncteur coadjoint de
X, le X-éjecteur associé a une unité s de H' étant de la forme (j(s),
D(s.s')), oa p(j(s)) est l'application d'évaluation (f,x)>p( f)(x);
alors le foncteur X' admet E(.,(C' ,s')) pour coadjoint.
A. Soient e=( C’,s) une catégorie p-structurée,
A=D(Oe,e')=(A%S), L =E(e,e');
nous notons Z=(L,z, A) l'isomorphisme canonique de A sur L et u=
(B,u,A) la p-injection canonique de A vers B=D(([IC ,Os),s").
Enfin ((k,m),(k,m')) est le produit fibré naturalisé définissant Os.
1°) Si X" désigne le foncteur F 2 FXC'" de F vers ¥, on sait
(voir par exemple [ 2] ou [7]) qu'il existe un X"-éjecteur (J,N(C",
C' )™) tel que | soit le foncteur de N(C, €' )X C’" vers C' asso-
ciant 4 (T, x) l'élément T(x)=F'(x).t(0), si T=(F',t,F) et si x
est un élément de C' de source o. Par ailleurs I'injection v (proposition
1) associant 4 une transformation naturelle p-structurée la transformation
nawrelle sous-jacente définit un foncteur N de R(e, e’ ) vers N(C",

C' )M, Sil'on pose
"= k.m.j(Ds).(u.z'11Xs'),

I'application p(;j') est sous-jacente au foncteur [.(NXC''), de sorte

que ;7 =(e,j,X'(L)) est un foncteur p-structuré.
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2°) Montrons que (L,j') est un X'-éjecteur. En effet, supposons
que /T:(e, f,X'(é)), o =(G",3), soit un foncteur p -structuré, et soit
F le foncteur de GXC'  vers C sous-jacent. Il existe des catégories p-struc-
turées (DG ,03%) et (I(G XC'"),0(3Xs')), soient E, B et £"
les éléments de H structurant les lois de composition de G, de C’ et
de G XC'' relativementa 5, & s’ et 2 $Xs'; comme k" est un produit
de (l;, k'), d'aprés le théoréme de commutativité des produits et produits
fibrés, le produit fibré ( 3% s') de (k" , k") est un produit de (33, Os’).
Il existe donc un g€[(3Xs').H.(O8XOs') inversible tel que p(g)

associe
(%, %) Ay, ¥ ), (y,y ). (x,x')) a (X,7,y,x),(x",¥,y,x")).

D'aprés la preuve de la proposition 3, il existe aussi des éléments d et

7' de H vérifiant les conditions:
deD5. H.5 et p(d)(x)=x8, si xeq,
d'"e€Cs' "H.s" et p(d')(x')=x"D si xeC’.

Enfin il existe Of€[Ds.H.O(SXs") tel que p(3/) soit 'application dé-
finissant le foncteur HF. Posons ["=C/.g.(dxd"); puisque [ appar-

D(Os, s )X s" D(Cgq,s")xs’
j(Cs) j(O5)
uxs' hXs' [ $xs') s Os
A Or o)
g
1 Ykm k-m
axd'
S xs' b’j<5" 3Xs' s 5
f q
/7 J
b /X s!
z o x s
1
g' Xs'
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tient & [Os. H. X(5), il existe un unique e D(Os,s'). H. s tel que ['=

j(Os).(hXs"). Cette relation entraine
p(h(x))(x")=p(f')(x,x"), o b(x)=p(h)(x),
si x€G et x'€C’'. Autrement dit p(h(x)) est l'application

p(Of).p(g) e, p(d)] - x S(f(5,x), f(x, %), [(x, ), [(v.x')),

ot [(£)=p(f)(£) etou c, est1'application de C' dans (G’ constante
sur xH, » et v les soutces de x et x', ¥ et v leurs buts. Etant donné
que p(d') et ¢, définissent des foncteurs de C'" vers BC" et vers E’ G’
respectivement, que p(g) définit un isomorphisme de BG' XBC" sur
B(G' X C'" ) et p([=f) le foncteur BF, le triplet (Be, h(x),e") estun
foncteur p -structuré, c'est-a-dire h(x) appartient 2 A pour tout élément
x de G; par suite, § étant la p-sous-structure de D{[Os, s') définie par
A, il existe un unique élément 5’ de S.H. s tel que z.h’=h. Posant
!=z,.bh', on voit que l'application V.p(!/) est sous-jacente & l'unique
foncteur F' de G vers N(C', C' ) tel que J.(F'XC'" )= F. 1l s'en-
suit que p(I) définit un foncteur de G vers la catégorie (e, e’ )™
sous-jacente a L, a fortiori /= (L,Il,e) est un foncteur p-structuré. Si

A est le foncteur ﬁf}‘( ) sous-jacent 2 /, on trouve

BG (i X (1)) = . (NXC").AXC" ) =] (N.AXC")=] (F'XC"")=F
d'on, pg étant fidele, 77.X'(1)=/. Enfin si I'=(L,I",2) est un fonc-
teur p -structuré tel que 7'—'. X'(T’) = 7 le foncteur N sous-jacent a l—’ vé-
rifie J.(NXC' ). (N XC' )= F, ce qui implique N.A' = F' = N. A, donc
A=N ecl=1. Ceci prouve que ( L, ]'.'_) est un X' -éjecteur; nous le note-
rons V(e).

30) Soit Y le foncteur coadjoint de X' construit & partir des éjec-
teurs V(e). Soient g =(e, q,e), ou e=(C',s), un foncteur p-struc-
turé, V(e)=(L',j"), j" =(€,j", X'(L")), Z' =(L", z;, A’) I'isomor-
phisme canonique sur L' de A’ =D(0e,e') et u' =(B',u',A') lap-in-
jection canonique de A’ vers B' = D(([I1e, s'}. Si ((E,m),(k,m')) est
le produit fibré naturalisé définissant {15 et si (Jg est I'élément de H
de source [Is, de but [15, associéd ¢, on a £.m.0g = q.k.m. Comme

D(.,s’) est le foncteur coadjoint de X associé aux X-éjecteurs de la for-
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me (D(s,s’),j(s)), I'élément D(Ogq,s’) vérifie
F(0CS).(D(0Ogq,s")xs')=0q.j(0Os).

D'aprés la preuve de la proposition 6, il existe un p -sous-morphisme g"
de D(gq,s’) relativement & (u’, u) et l'on a E(q,e')=g'=(L', q",L),

ou ¢' ==zi.q z'll. 1] s'ensuit

" (g Xs')=k.m.j(O8).(u«'. 2" ' Xs").(g"Xs")
m.j(C5).(D(Cq,s').u.z,'Xs")
—.Dq.]'(Ds).(u.z'11><s') =gq.7".

1 A

I
|
3

Par conséquent g' est l'unique foncteur p-structuré tel que " X'(q)=
g.j", ce qui signifie que ¢" = Y(g). V
COROLLAIRE. Avec les bypothéses de la proposition 9 et si C'* est dis-

créte, D(e,s') est une X'-structure colibre associde g e, pour toute ca-

tégorie p-structurée e.

A. Soit e= (C’,s) une catégorie p-structurée. Reprenons les no-
tations de la preuve précédente et posons c=D(k.m,s'). u. Comme C'
est discrete, 1'application f—k.m.[ définit un isomorphisme de A®sur
(s.H.s'")®. De plus, si d est linverse a droite de k.m tel que p(d)
soit 1'application x —, x™J (proposition 3), p(D(d, s")})(s.H.s') est con-
tenu dans A et, u étant une p -injection, il existe un d' tel que u. d =
D(d,s'). Ce d' est I'inverse de ¢ dans H . Donc c est sous-jacent &
un isomorphisme ¢ de A sur L' =D(e,s’). Il en résulte que le couple
(L',77.Z.c ') est aussi un X'-éjecteur. V

Rappelons [ 8] qu'on appelle catégorie cartésienne fermée une ca-
tégorie H' & produits finis telle que, pour toute unité s' de H', un fonc-

teur produit par s' ait un coadjoint; ce dernier est alors compatible avec

les produits fibrés finis.

PROPOSITION 10. S¢ H' est une catégorie cartésienne fermée dont un élé-
ment final O est un générateur et si p est un foncteur d’homomorphismes

saturé & noyaux équivalent au foncteur 1) de H' vers M associé au gé-

nérateur O, alors ff(p) est une catégorie cartésienne fermée,
/. Puisque 7] est A produits, p est aussi & produits fibrés finis.
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D'aprés [8] H' est une catégorie monoidale fermée et on peut choisir
pour toute unité s’ un foncteur coadjoint D(., s') du foncteur produit ca-
nonique par s’ dans p de sorte que D(.,s’) soit le foncteur partiel as-
socié A une catégorie p-dominée (H', D) vérifiant les conditions de la
proposition 9. Il s'ensuit que F(p) est une catégorie cartésienne fermée. V
REMARQUE. D'aprés la preuve précédente, les hypothéses de la propo-
sition 10 équivalent a dire que (H ,p) est un couple fermé au sens de
[9] (mais (?(p),ﬁ) n'en est pas un, car l'application sous-jacente a
un X'-éjecteur n'est pas l'application d'évaluation). Par suite cette pro-
position  entraine par exemple que la catégorie des foncteurs quasi-topo-
logiques [ 5] (resp. ordonnés) est une catégorie cartésienne fermée .
Par contre ses hypothéses ne sont pas remplies si H  est la catégorie
des foncteurs. Nous montrerons cependant dans un prochain article que
la catégorie des foncteurs doubles est une catégorie cartésienne fermée.
Plus généralement nous montrerons que la catégorie des foncteurs struc-

turés [ 5] associée a une catégorie monoidale fermée est fermée.
5. Groupoides structurés.

Soit p un foncteur d'homomorphismes saturé de H~ vers N,
DEFINITION. On appelle groupoide p-structuré une catégorie p-structu-

rée e = (C",s) vérifiant la condition suivante: C° est un groupoide,

et il existe un élément [ de s.H.s, dit morphisme d'inversion de e

tel que p([) soit I'application d'inversion x - x !,

»

Comme p( ) est une bijection qui est son propre inverse, et comme

p est fidéle, I est son propre inverse dans H .
Nous désignerons par §(p) la sous-catégorie pleine de F(p) ayant
pour objets les groupoides p-structurés, par g le foncteur de G(p) vers

M restriction de §.
PROPOSITION 1. g est un foncteur d'homomorphismes saturé.

A. Comme p est un foncteur d'homomorphismes saturé ( proposi-
tion 4-2), il suffit de montrer que la catégorie p-structurée e’ image d'un

groupoide p-structuré e = (C', s) par une bijection f est un groupoide
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p - structuré. Or son morphisme d'inversion est h.I. 5 %, ot I est le mor-

phisme d'inversion de e et b l'inversible de H.s tel que p(bh)=f. V

DEFINITION. Si e est un groupoide p -structuré, on appelle sous-groupoide
p- structuré de e une sous-catégorie p-structurée e’ de e telle que e’

soit un groupoide p-structuré.

G(p) étant une sous-catégorie pleine de F(p), un sous-groupoide p-

structuré de e est a fortiori une ¢g- sous-structure de e,

PROPOSITION 2. Si e=(C',s) est un groupoide p-structuré et e' =
(C'", s’} une sous-catégorie p-structurée de e telle que C'' soit un

groupoide, alors e' est un sous-groupoide p-structuré de e.

A. Soit I le morphisme d'inversion de e. Puisque l'application
d'inversion de C'’ est une restriction de () et que s' est une p-sous-
structure de s, il existe un p-sous-morphisme [' de I tel que p(I') soit

1'application d'inversion de C'’. Donc e’ est un groupoide p-structuré. V

COROLLAIRE. S e = (C',s) est un groupoide p-structuré, si C' est un
sous-groupoide de C° tel que C', C;' et C' «C' définissent des p-
sous- structures de s, de s et de sxs respectivement, alors C' définit

un sous-groupoide p -structuré de e.
Notons [ le foncteur injection canonique de g(p) vers F(p).

PROPOSITION 3. Soit G un foncteur de K wvers G(p); posons .G =
F. S{ F admet une limite projective e, celle-ci est aussi une limite pro-

jective de G.

A. G(p) étant une sous-catégorie pleine de F(p ), il nous suffit
de montrer que e = (C’, s} est un groupoide p -structuré. Pour toute unité
v de K, soit T(u) le morphisme d'inversjon de F(u) :(CZ;, su). Le
triplet f =(F, I~, F ) est une transformation naturelle; en effet, si [ est
un élément de K.z de but u', ona F(/).I(u)=1(u").F(f), les appli-
cations sous-jacentes aux deux membres étant identiques, car p( F(/[))
définit un foncteur de C, vers C_.. Si T =(fy.F,t, ) est la limite
projective naturalisée canonique, il existe un unique J€s.H.s tel que

TI = fD:]T et que p(I) soit I'application d'inversion de C . Donc e
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est un groupoide p-structuré. V

COROLLAIRE. Si p est g K -limites projectives, q est a K’ -limites

projectives,
Ceci résulte des propositions 3 et 7-2.

PROPOSITION 4. Avec les bypo‘théses du paragraphe 3 et si P est dé-
nombrablement - engendrant pour W, le foncteur Q de G(P) vers M

est dénombrablement (M, X'. Q(p)o)- engendrant, ou X' est 'ensemble

des P- monomorphismes stricts appartenant & G(p ).

A, La preuve est analogue a celle de la proposition G-3, eny
remplagant partout les catégories p-structurées par des groupoides p-
structurés, et en prenant pour C: le sous-groupoide de C’ engendré
par Z,_,. \Y)

COROLLAIRE. Supposons les conditions de la proposition 7- 3 vérifiées.
Alors g est un foncteur & structures quasi-quotients, g(p) est une ca-
tégorie a K- limites inductives, si K appartient & U, enfin F(p) est

est une catégorie a g(p)—pro]ections.

N. F(p) appartenant a 1t (preuve de la proposition 7-3), G§(p) y
appartient aussi. Par suite, comme dans la proposition 7-3, on peut appli-
quer les théorémes généraux d'existence de structures quasi-quotients,

de limites inductives et de structures libres de [4]. V

DEFINITION. On appelle groupoide double p-structuré un triplet (K™,
Keo,s), ou ( K', K°) est un groupoide double eton (K',s) et (K°,s)

sont des groupoides p-structurés.

PROPOSITION 5. Si e =(C',s) est un groupoide p-structuré, la caté-
gorie double p-structurée e (proposition 3-4) est un groupoide double
p-structuré, si p est & produits [ibrés finis.

A, (mc ,HC') est un groupoide double. L'application d'inver-

sion de [IJC  associe & u=(y',x',x,y) le quatuor (y,x’“l,x"l, y').

Reprenons les notations de la preuve de la proposition 3-4, partie 1, et

notons I le morphisme d'inversion de e. Comme

b.l.vv.m=a,v'.m=a.k.m=a.k.m"=a.v'.m'

’
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il existe un unique b tel que

v.h=v'.m' e v.bh=[.v.m.
et p(h) associe (y,x"‘*):‘iu.ll existe aussi un unique b’ tel que
v.h' =1.v.m" et v'.b'=v.m,
car
a.l.v.m"=b.v.m"=b.k.m'"=b.k.m=b.v.m.

Les applications sous-jacentes 4 k.5 et & k.h' associant & u respec-
1

’

tivement y.x 'et x' "% y', elles sont identiques. Il s'ensuit k.»h = k. b'.

Donc il existe un unique I tel que
m.i=h et m.l=5h",
et p(f) est 1'application d'inversion de [T_C". Ceci montre que [Ile est

an  groupoide p-structuré, Il en est de méme pour sa catégorie p-struc-

turée image He. V

PROPOSITION 6. Si e est un groupoide p-structuré et e' une catégorie

p-structurée, la catégorie N(e, e' )™ est un groupoide.

A, Soit T=(h',t,h) un élément de N(e,e’).Si I dénote le mor-
phisme d'inversion de e, alors T' = (h,I1.t,5h') est une transformation
naturelle p-structurée; 7' est l'inverse de T dans Jli(e, e’ )M, les

transformations naturelles sous-jacentes a T et a T' étant inverses l'une

de 1'autre dans N2, V

COROLLAIRE. La sous-catégorie pleine de N(p) ¢ ayant pour objets les

groupoides p-structurés définit une sous-catégorie double de la catégo-
rie double ( N(p)T , N(p)*).
HYPOTHESE. Nous supposons maintenant remplie I'Hypothése du § 4.
PROPOSITION 7. Si & =(K',K°,s) est un groupoide double p-structu-
réet e =(C'",s") une catégorie p-structurée, D(€é,e') est un groupoide
p'-structuré.

A. D((K',s)},s") est un groupoide p’'-structuré, son morphisme
d'inversion étant D(I,s’), ou I est le morphisme d'inversion de (K, s).

Puisque D(é,e') est une sous-catégorie p'-structurée (A® S) de
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D((K',s),s') et que A® est un groupoide isomorphe au groupoide (pro-
position 6) N((Ke°, s), e'), la proposition 3 affirme que D(¢&,e') estun

groupoide p -structuré. V

COROLLAIRE. Supposons p a produits fibrés finis; il existe une caté-
gorie q'° -dominée (Q(p), G) , ou G est une restriction de E et g'°la
restriction de p'© a G(p'). Si (H',D) est fortement p'-dominée, alors

(Q(p), G ) est fortement q'® -dominée, si p’ est a produits finis.

A . Soient e et e' des groupoides p -structurés. Puisque E(e, e’ )=
~D(Oe ,e’) et que [(Je est un groupoide p-structuré (proposition 5),
E(e,e') est un groupoide p™-structuré. Il existe donc un foncteur G de
Q(p)xg(p)* vers Q(p') restriction de E . Le corollaire résulte des
propositions G-4 et 8-4, G(p') étant une sous-catégorie pleine de la

catégorie F(p'). V

PROPOSITION 8. Soit e’ un groupoide p-structuré. Si les conditions de
la proposition 9 - 4 sont vérifiées, le foncteur de Q(p) vers g(p) pro-

duit canonique par e' admet G(.,e') pour coadjoint.

A. Ceci résulte de la proposition 9-4, car G(., e’) est la restric-

tion de E(.,e’) & la sous-catégorie pleine Q(p) de $(p). V

COROLLAIRE. Si les bhypothéses de la proposition 10- 4 sont vérifiées,

G(p) est une catégorie cartésienne fermée,
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COMMENTS ON PART 111-1

by Andrée CHARLES EHRESMANN

INTRODUCTION

The general comments aim to point out necessary corrections, mo-
tivations, more intuitive or stronger statements, connections between the
papers and other literature, subsequent developments and possible prolong-
ations.

The following Synopsis contains a motivated summary of the reprint-
ed papers and may be used as a «guide» for the reading of the papers and

of the main Comments.

The style and terminology of the papers evolved from the first one
(1963) to the last one (1969); they were intended to be as rigourous as
possible even if heavy.

The essential difference with common notations comes from the way
morphisms are written: If € is a category, the set of morphisms from € to
e' is denoted by e¢'.C.e or Hom(e',e), with the right object e at the
right (and not Hom(e,e’) as is usual). This notation (we dropped with

regrets in our last papers because it confused outsiders) is perfectly co-

herent when diagrams are drawn from right to left

6" g 8' . f e

so that the composite g. [ is in the same order as on the figure.

Similarly, a map (or functor,...) A: £ > E' is denoted by the triple
(E',h,E) (with its domain E at the right), where k& is its graph or the
onto map xp A(x). If F and F' are functors, a natural transformation

T:F<= F'isrepresentedby (F', T,F).

Other characteristic notations are the following ones:

- Categories are thought of as «classes» equipped with a composi-
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tion; so they are named by their morphisms instead of their objects: the
category M of maps, J of functors, ... (and not Set, Cat, ...).

- A category is often denoted by € | where C is the class of its mor-

phisms and «.» the symbol of its composition; C; is the class of its ob-
jects (often identified with their identities and called «units»). The dom-
ain and codomain are suggestively called source and target (a morphism
being looked at as an arrow ), and denoted by a and 8 .

- In the category M of maps (or of sets), the canonical limits are:
the cartesian product, the equalizer (called kernel ) of two parallel mor-

phisms as a subset of their source, the pullback as a subset of a product.

In the Comments, we try to avoid ambiguous notations, and general-
ly standard terminology (e.g. Mac Lane's [74]) is adopred.

English language is used, except for the terms in French to be re-
placed in the original papers: I hope this may make Charles’ pap.ers ac-

cessible to a wider audience.

CONVENTIONS.

The symbol Y.X preceding a comment means that it is the X com-
ment on page Y. The number X is to be found in the outer margin of page
Y, beside the line or just after the paragraph which the comment is about.
Sometimes X is followed by the symbol:

9 warning of real flaws or omissions,

+ indicating more substantial addenda.

For instance, 55.2+ points out the second comment on page 55, which is

not just a brief remark.

Numbers between / / refer to the Liste des Publications de Char-
les Ehresmann at the beginning of the Volume, numbers between square

brackets to the final Bibliography.

Read ... instead of 1is abbreviated into R. ... i.o..
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GENERAL COMMENTS

ON /57/: CATEGORIES DOUBLES ET CATEGORIES STRUCTUREES.

This Note is developed in /63/ where more comments are given.

1.1. R. quadruplets i.o. quatuors .

1.2. R. k.bh i0. k,h .

1.3. 3 is too small and too high.

1.4. R. G 0. ©

1.5. R. €' jo. C' .

1.6. This definition does not agree with the usual one /73, 122/ in which
a left ideal J (or sieve) of C is a sub-class of ‘C such that J.CC]J,

2.1. For the definition of species of structures and hypermorphisms cat=
egories (introduced in /47/), cf. /63/, 1, 2-3 and Comment 25.2.

2.2. R. une sous-catégorie de la i.0. la (cf. /63/, Théoreme G-II).

3.19 This proposition is not correct: the class of double functors is not
closed by the source and target maps.

3.2z R. € jo. C .

3.3. For the definition of a homomorphisms category, cf. page 28.

3.4. R. € jo. C.

3.5+ Conditions 2 and 3 are not strict enough; they are modified in /63 /
(and in subsequent papers), where s' is required to be a sub-struc-
ture of the product s Xs on K (and this led to the formal definition of
sub-structures in / 63/, refined in /69, 66/ ). Both notions coincide
if there exists a sub-structure on K, i.e. if there exists a pullback

of (a,B) in X . Cf. Comment 55.2, where motivations are also given.

ON /58/: CATEGORIE DOUBLE DES QUINTETTES, APPLICATIONS
COVARIANTES.

This Note is developed in /64/ to which we refer for comments.

5.1. R. sous-2-catégorie i.o. sous-catégorie .

6.1. The symbol x is confusing (it also denotes the product, cf. lines <2
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and -3); in /64/ it is replaced by ¢ , andin more recent papers - and
x are denoted M and B, and called the horizontal and vertical com-
positions, following Gray [ 401} .

6.29 The last sentence is erroneous ; indeed:
- the class of objects of Q" (H) is not included in Q(d),
- the restriction of § to Q(S) is not a hypermorphisms functor, be-

cause there may exist a quintet (i.e. a square of the 2-category Jat)
‘—¢ '
3
o/ 9 (F)

®
with F in O and image of a morphism of Q'(d) which only lifts into

GT rE

)

in &, with different targets for G and ®'.

This result is corrected in /64/, Corollary of Theorem 3.

6.3. R. aT¥ j.o. am,lp .

6.4. A naturalized functor of C is an endofunctor equipped with a natural
transformation ¢ :ld@ => F. They are introduced in /52/ in view of
axiomatizing Bourbaki's scale of sets and «structure» [12].

7.19 If p is not faithful, this map may not be defined, since the equality
pF(f)=pF([’) may not imply p'® ' F(f) =p'®"F(f’).

8.1+ I' is formed by the pairs (f,h) where f: e> e’ in C and h is in
F(e). Now D(F'O,alr) is a double category whose l-morphisms for
the two compositions are included in I". Tt follows that I' is a double

category, the compositions being defined by:
(f'k')-(f;h)=([f,h) itf h'=[h,
(fP5 k") ([ h)=(f h" k)
iff f"=f:e->e' and h"3h exists in F(e).

340



COMMENTS ON /61, 82, 83/

ON /61/: STRUCTURES QUOTIENT ET CATEGORIES QUOTIENT.

This Note is developed in /66/ to which we refer for comments.

10.1. This notion is more general than in /63/.
10.29 For some of the following examples it is necessary that mo be also
closed by quotients and by countable coproducts (cf. Comment 155.1).
10.39 The explicit characterization is good, but not the definition: Z must
be the unique functor
Rl - 2 (= ]<%— 0 ) such that ‘Zl(l)=}(1,
and a }(l-projection (usually called a reflection in }(1 Yyisa ({z},2)-
surjection; cf. /66/ page 152, where the correct definition is given.
10.4. R. isomorphe i.o. equivalente .
10.5. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .
11.1. R. (G},y,G") i.0. (Gyy,G) .
12.1. R. isomorphe i.o. équivalente .

12.2. Cf. /66, 100/ .

ON /82/: QUASI-SURJECTIONS ET STRUCTURES QUASI-QUOTIENT.

13.1. R. Hio. 3.

15.1. R. M ;onap, CX fo. Mjonapf CX.

15.2. R. F(P) io. $P).

15.3. This definition is introduced because there is no good characteriza-
tion of a structured sub-category of (G', s ) whose object of morphisms
is not a sub-structure of s .

16.1. For other results on quotient topological categories, cf. /66, 92/ .

ON /83/: QUASI-CATEGORIES STRUCTUREES.

This Note summarizes Sections 7- 8 of /100/ where more comments

are given.

18.1. It would be sufficient that p creates pullbacks.

18.2. R. fo....fy o fioesfr .
i9.1. R. ISSZr i.0. pffl.
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19.2. In other terms, f_(e) is a free object generated by e with respect to
the forgetful functor ?'(p) > 9(p) .

20.1. R. A(C') and L{[C] iwo. r(C) and LIC] .

20.2. K'(p) is defined in / 82/, Section 4.

20.3. Jg is formed by the functors mapping everything on identities.

20.4. R. p§ i.o. P .

20.5. For the definition, cf. /100/, Comment 277.5.

20.6. A proper sub-category is defined in /55, 122/ ; cf. also /66/ Com-
ment 163.3.

20.7. This is done in /89, 90, 95, 96/ .

ON /63/: CATEGORIES STRUCTUREES.

21.1. This notion of sub-structure is simplified in subsequent papers /61,
66, 69/ , where it is freed from any order on C.

21.2. Structured categories are, in a more modern language, internal cat-
egories in a concrete category H, such that the «intemals source, tar-
get and composition be applied on those of a usual category by the con-
crete functor p: H > et (cf. Comment 55.2).

22.1. A faithful set-valued functor is right solving iff it creates canonical
equalizers (cf. Comment 221.2).

22.2. This second part has not been developed, but only sketched in four
Notes /89, 90, 95,96/ .

22.3. R. C' io. C7 .

22.4. This identification must be considered as an abbreviation, not as a
formal operation (cf. /100/, Comment 211.1).

23.19 «c'est-dire» is not correct: if fz exists, then a(f)= po(z) ; but
the converse is not true. For instance, if Gl is the groupoid of isomor=
phisms of ¢ , the assertion is valid only if the acting category is ¢
itself. Hence the notion:

Strong species of structures : It is a species of structures in which
the acting subcategory contains each [ whose source is in it; equival-
ently, the composite fz exists iff a(f)=py(z).

Strong species of structures are characterized by the axioms 1, 2, 3,
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4a (but not 4b) for an acting category (cf. Remark 2, page 25). The
corresponding functor p: 2 - C from the hypermorphisms category sat-

isfies the condition ( somewhat stronger than condition (E) page 24):

1,3

g l

Cpe—-t—0¢

is a pullback; in a more up to date language, this means that p is a
discrete op-fibration. Conversely, each discrete op-fibration determines

a strong species of structures.

24.1+ The set~theoretical assumptions are not explicit (cf. also /66/ Com-
ment 155.1 and /100/ Comment 211.2). Charles was very conscious of
the problem. For instance he suggested such foundational questions as
a subject of thesis to Houdebine [55], pointing out Quine's theory of
types [87] which he thought in agreement with his ideas on type func-
tors / 52/ . Later on he was much interested by Lawvere's category-bas-
ed theory [64] .

In fact, Charles' conception on this subject evolved from 1957 to
1967 : in / 47/ he wanted to speak about «the category g of all sets»
whence the (not too formal) distinction between classes and sets, as
in Bernays-Gadel theory {10]. In /55/ and in this 1963 paper, logical
problems are avoided thanks to the use of a «class Wo of classes»;
Charles thought of me as a «large enough» variable set (and the word
class is used to indicate no particular set theory is adopted), on which
conditions are added when necessary (for instance, me is closed by
products and sub-sets in Part II). In /66, 100/, me must be closed by
quotients and by countable coproducts. From /109/ on, mo becomes a
universe.

Notice that the letter M was really chosen to stress the variability
of the class (in Geometry, a variable point is often denoted by M...);
but we thought of two other interpretations of this letter: «Mengen» in

German, «maps» in English, and this last one is well suited since our
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later texts are written in Fnglish and we liked to name a category by

its morphisms instead of its objects.
]

25.1+ Motivations for (intemal ) actions:

Charles first met (topological or differentiable ) actions of categories
(more precisely, of groupoids) in his theory of fibre bundles: In /28/
in 1950, he shows that, if £ is a fibre bundle, the groupoid S of iso-
morphisms from fibre to fibre, equipped with its canonical topology, acts
(continuously) on the total space of F , and the associated to £ fibre
bundles are those spaces on which S acts. So /50/ the category of fi-
bre bundles is equivalent to the category of actions of «locally trivial
groupoids» which are some concrete internal groupoids in the category
of topological spaces. The category of principal fibre bundles is equi~
valent to the category of locally trivial groupoids.

Almost simultaneously /39/, he came upon «local species of struc- -
tures» (1.e. internal species of structures in the category of local clas-
ses), in his attempt to unify the treatment of structures defined by a
«gluing together» process.

In 1957, these examples led him to introduce acting categories and
species of structures / 47/ . He choosed this last term by reference to
Bourbaki's species of structures, whose «transport by isomorphism of
structures» is so axiomatized; indeed, at that time, Charles was most
preoccupied by «good» definitions of structures.

In /47/, he proves the equivalence between the notions: species
of structures, hypermorphisms functors and set-valued functors satis-
fying the condition (A ) (page 25). He also gives the enlargement the-
orem for species of structures {cf. Comment 29.2) which is equivalent
to the Kan extension Theorem [58] (published the year after) forset-va-
lued functors, except that the problem is looked at «upside-down», the
set-valued functor being replaced by its associated hypermorphisms
functor (and this led to more general extension of functors theorems
/77, 122/). He uses this enlargement theorem as the first step in his
construction of the important «complete enlargement» of a local species

of structures, the structures of which are defined by atlases ; the second
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25.1 ...step consists in a generalization of the associated sheaf Theorem to
presheaves over a local class, thanks to an original method (extended
in /110/ to local functors). Locally homogeneous spaces; differentiable
or analytic or foliated manifolds, fibre buadles,... are obtained in par-
ticular cases.

In /55/ Charles says explicitly that the category of species of struc-
tures with covariant maps is:
- equivalent to the category of functors satisfying the condition (E)
with squares of functors as morphisms,
- isomorph to the category of pairs defining a species of structures,

a morphism (o ,(,i)) (€ ,F)- (G',F') being defined by

where ¢ : F»> F'®( is a natural transformation,
- equivalent to the category of pairs (@,F), where F is a set-valued
functor with domain a sub-category of C.

These equivalences restrict (Remarks 1, 2 page 25 and Comment 23.
1) to equivalences between the categories of strong species of struc-
tures, of discrete op-fibrations and of set-valued functors.

Topological, differentiable, local species of structures are instances
of structured (or «concrete internal») species of structures which are
defined in /59, 60/ by «lifting» the action along the forgetful functor
of a concrete category; enlargement theorems for them are given in /89,
90, 95, 96/ . In fact, sketches in the sense of / 106/ are easily drawn
the set models of which are species of structures and discrete op-fibra-
tions /117 / ; the models in a category X are internal species of struc-
tures and intemal discrete op-fibraiions (also called intemal diagrams
or internal presheaves, cf. Johnstone [56] ). Thanks to the equivalences
indicated above, this provides an «intemalization» of the «extemal» no-

tion of set-valued functor, by looking at it ¢upside-down», Charles al-
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ready stressed this fact in his lectures in the early sixties. Probably
this did inspire Bénabou, who was one of the first categorists to apply
it (in his definition of internal distributors [7] ). The development
of topos theory led other categorists to adopt (or re-discover) this point
of view some ten years later (cf. Mac Lane's analysis of Johnstone's
beok [751).

25.2. The set-valued functor associated to (@' yBsa 1(6)) is the partial
Hom functor Hom{e,=): C o Sei.

26.1. Considering €, Bénabou gives the following criterion: F:(C » Set
is representable iff C,C" hasa left adjoint [51].

26.2+ [nriched species of structures:

Analysis problems prompted us to introduce y-dominated species of
structures (in {28} ).

If C is a category and if the species of structures defined by the
Hom functor is dominated by (y K, then C is called a y-dominated
category /77/. A refinement of this notion, the strongly y-domination
of /104, 109/, is equivalent to the notion of a R-category (cf.Filen-
berg-Kelly [31]) when X is a cartesian concrete category.

A fine study of dominated categories is due to Foltz [33] .

More generally, let V be a moncidal category. A V-species of struc-
tures may be defined by the following data: a V-category C, for each
object € of C an object F(e) of V, for each pair {e',e) of objects
of C a morphism k] et Cle',e) Q F(e)» F(e’) satisfying the

Identity and associativity axioms : The diagrams, where 1 is the unit

of ®: I:-’ k

the identity and associativity morphisms of C,

F(e) “kée C(e,e)8F(e)

2 l

[, @F(e) F(e”) ké",e< Cle", e)@F(e)

I€F(e)
/t',, /
e ,e

Cle™ e')8F(e’){ kew er o ®F(e)
Cle ",e’)@ké.’e

Cle",e')(C(e’,e)8F(e)) ~ . (Cl{e"e')&C(e"e))&F(e)

ass
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commute.

Suppose that V is a cartesian category with commuting coproducts
and that I is connected (in Penon's sense [83] ). In /120/, Appendix,
we have proved that the category of V-categories (with small enough
classes of objects) is equivalent to the category of internal categories

whose object of objects is a coproduct of copies of I. Similarly:

PROPOSITION A. The category of V-species of structures is equival-
ent to the category of pseudo-discrete internal species of structures in

V (pseudo-discrete meaning that the object of structures is coproduct

of the fibres ).

Now let (@,F) be a species of structures dominated by (V,y),
where y = Hom(1,-). If y admits a left adjoint preserving products,
there exists a free V-category C generated by €, and the F(e)'s det-

ermine a «free» V-species of structures over C. Hence:

PROPOSITION B. The category of species of structures dominated by
(V,y) is equivalent to the category of free V-species of structures over

a free V-category.

So, in this case, the notion of internal species of structures englobes

the notions of enriched and dominated species of structures.

26.3+ Species of morpbisms are called «category of categories» in [28].
They are studied in /70, 77, 122/, as well as the opfibrations with a
cleavage associated to them ( by adapting the construction of the cross«
product of a group A and a A-module ), with a view to applications in
a non-abelian cohomology.

General fibrations were introduced by Grothendieck [43] and studied
by Gray in [38]. Their present theory has been developed looking at
a fibration as a family of categories (Lawvere [65], Bénabou- Celey-

rette [8,19] Paré-Schumacher [82] who call them indexed categories ).

27.1. To have this equivalence, condition a must be interpreted independent-
ly from the choice of ¥.
29.1. R. f), i.o. f)) .
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29.2+ Enlargement Theorems :

(G,p,}(,S) is a homomorphisms category iff p: H-C is a faith-
ful (condition 3) functor (condition 1) whose restriction N p (S) is
(condition 2) a discrete op-fibration.

H is saturated over € if p is a faithful amnestic functor which cre-
ates isomorphisms; a functor is called amnestic if an isomorphism map-
ped on an identity is an identity, i.e. if its restriction to the isomor-
phisms is well-faithful in the sense of /77, 122/.

if H isa homomorphisms category with S the groupoid of all the iso-
morphisms of H, then it is equivalent to a saturated one. Indeed more
generally:

Let p: X C be any functor. There exists a smallest creating iso=
morphisms functor q: Hse extending p, and X is equivalent to .

g is called the (maximal) enlargement of p . It is constructed as
follows: Let &£ be the category formed by the quadruples (k, ', f, k)
with & in H, [ and f' isomorphisms of C and k.f= [".p(h) in e,

the composition being defined by :

(K " Foh?) (s 'y fo ) = (KB f* fo b )
iff f*=f and a(h')=p(h).

kA Ap(n') B

kA  p(h) h

(This sub-category of the comma category C*p is used in / 100/ Sec-

tion 1). Then f is the strict quotient of £ by the equivalence:

{']f’f',f’h)'{'lf,f'~p(g'),f.p(g),g"l.h.g}

for any isomorphisms g, g’ of H such that g"l.h.g exists.
q maps (k,f',f,h) on k. The embedding:
(his>s")b (p(h),p(s')sp(s)h)

identifies Y with a sub-category of K equivalent to ".
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g 1is faithful or amnestic whenever p is, whence the enlargement the-
orems for species of structures over groupoids and for homomorphisms
categories already obtained in /47/. In fact, p may be replaced by ¢
when categorical (i.e. preserved by isomorphisms) properties are con-
sidered; the constructions are made in R , then transported by isomor-
phism in X .

The above construction is generalized in /77, 122/ to get extension
theorems for functors. It is «internalized» in /89, 90, 95, 96/ giving

an «internal version» of Kan extension Theorem (Comment 25.1).

29.3. If M, p,H,8) isa homomorphisms category, where & is the group-
oid of all isomorphisms of } , then X is also called a concrete category
and p: H> WM a concrete functor (and we'll often use these terms). In
fact, some authors define a concrete functor as any set-valued amnestic
faithful functor (without any «transport of structures» property); most
of the following results remain valid in this case.

30.1. R. pt i.0. p

In several instances, the restriction of a functor is so denoted by
the same letter than the functor; when the source and target are clearly
indicated, this does not lead to any confusion, and we shall not al-
ways mention it.

31.1+ Up to page 41, the text remains valid without modifications if the
hypothesis C is inductive is replaced by : C is a sub-inductive cat-
egory (cf. /69/ ), since all the pseudoproducts used here still exist.
This remark is important: some results will be applied to the category
F of categories, which is sub-inductive for the order «a sub-category
of», but not inductive (two sub-categories of a category admit a meet,
while two categories may not admit a larger common sub-category ).

32.1. Sub-structures (in the definition of which & is unuseful) were intro-
duced for obtaining a good definition of structured categories. Most of
the following propositions were devised for use in Part II.

This definition seems to depend upon the order on €. In fact, Prop-
osition 4 suggested a more general notion of a (G' ,P )-injection /69,

66/ , freed from any order on C . The p-injections defined here are exact-
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ly the (G' ,P )-injections, where
Cr={Eel| e<E in GO}'

Almost all the results of this Part generalize to this setting; cf. /66/
and /69/ where both notions are compared.

34.1. R. g',S') i.. g',S) .

35.1. Charles never published part TV, but the results he intended to put
in it are scattered in several papers; e.g. ordered categories over an
ordered category are considered in /75/.

35.29 This 1is not correct: (}( ,*) is a sub-inductive category, but not an
inductive category. Indeed, a family of objects bounded by s and by
s’ may have two different joins in the sets of elements lesser than s
and lesser than s’.

35.19 This inequality (as well as several following ones) lies on the as-
sertion: h'<h implies k"' < k™', which has to be proved.

Indeed, suppose A'<h, where h: E - E and h': e &. There ex-
ists a pseudoproduct hle =4l (E e): e~ E ; since
(h"l&).h':e> E and (R°1E). h"<(h1)h<h™lh =E,
we have (h"Y6).h' = eE . It follows that
Rl ht=e<eE=(h13).h",
and, composing with A"}, we find: A" 1< A1 < h™L,

37.1. A quartet of C s (less poetically) called a (commutative) square,
and the «longitudinale et latérale» compositions are more geometrical-

ly called the horizontal and veriical compositions (following Gray).

- - A A

3 \

L |

The category 0 is also called the category of arrows of C, by the
name of its objects, and denoted by F1C.
37.2. This is easy to prove (cf. /122/, Chapter II).
41.1. R. '=(s"g"8") io. (s",g',8).

41.2. This definition, given for e inductive, is also valid as soon as two
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parallel morphisms (i.e. with the same source and target) have a meet
in C; for instance such is the case when C is the category of catego-
ries (though this condition may not be satisfied in some sub-inductive
categories).

In usual cases (in particular if C is the category of sets), p(s) is
an equalizer of (p(h),p(h")); then, p being faithful, s is a p-kernel
of (h,h') iff it is an equalizer of (h,A') in H (cf. 7109/, Proposi-
tion 3-1); so axiom (R) means that p creates equalizers defined by
meets (cf. /100/, Comment 221.2). This justifies the name p-kerne!l
(an equalizer is also called difference kernel or even a kernel).

This notion is considered in /53/. A strict inductive map is defin-

ed in Part II, Section 6, page 77.

. Since p is strict, we have immediately s =a(hnh').

. It suffices that two parallel morphisms admit a meet (this remark al-

lows to apply the result when C is the category ¥ ).

44.29 We have to suppose that either C is completely right regular or Po

from }(O to GO preserves joins.

Indeed, let h;:s; > s/ be morphisms in H such that k; <h ; there

exist joins s =Us; and s'= Us) in (X ,«); the above hypothesis
implies that, if £ is the pseudoproduct p(s’)(p(h)p(s)), there exists

a commutative square in C

p(s') L3 p(s)
p(S')p(s') p(S)p(s)
p(S") p(h) p(S)

hence h has a sub-morphism A': s> s’, and A’ =UR;.

N - . o . . ..
44-3“ This assertion is not correct: j satisfies the condition c, but

. . . aq . & .
(3:0 ,% ) is not an inductive class. Ju (written erroneously Jw) is not

right solving.

49.1. It is useful to notice that h|s is unique. Indeed, its target is the

unique s’ such that s’<@B(h) and p(s')=B(p(h})lp(s)) (because

p is strict), and its source s and image p(h)p(s) are given.
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49.29 The proof is not complete ; it remains to show that g is lesser than

any [ in p(hF.p(s).Indeed, the relation
frg<p(h) and a(fng)=a(f)na(g)=s

means that [Ng is in p(h)”.p(s). Since fng< g, the given proof
implies fNg = g, whence
g<f and g<p(h)ip(s).

Finally g =p(h)p(s).

49.3. R. p(h) io. (k).

50.19 The proof has to be completed as follows: p(hls’)e p(h')>.p(s')
implies p(h'ls')<p(h|s’). Conversely,

p(h')”.p(s') < p(h)7.p(s") implies p(hls')<p(h'ls");

hence p(h|s')=p(h'ls’). From the unicity of A'| s’ (cf. Comment
49.1) we deduce k|s’'=h'ls’, since both have the same image by p

and the same source s’.

50.29 The proof is not complete: to conclude that p(s')=p(j)pls’),
we have to prove that p(s’)<f for each [ in p(j)>.p(s’). Indeed,
the relations

fap(s')ep(j) .p(s’) and frp(s')<p(s')
imply ( proof page 50) p(s')= fNp(s’), whence p(s')<f.

50.3+ Weakening of the hypotheses:

The results of this Part I may be strengthened by replacing the hy-
potheses C is inductive or H is inductive by :
- In Proposition 11: C is sub-inductive and

(*)° Two parallel morphisms admit a meet in G
- In Theorem 3, Corollary 3, Propositions 13 and 14: (*)G and (*)}( ;
- In Propositions 13 and 12 and their corollaries: C and H are sub-
inductive ;

Finally, in Theorem 4, (G,<) is (g,g',g")-structured could be
replaced by: (C,<) is (9,912 §*e yastructured, where do is the categ- -

ory of sub-inductive maps, v, 9" its intersections with Q- ) Qr / 69/ .
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51.1. This factorization of F: A-> B is A*L*FZ')‘(B)___"_,B, where
B L F&(B)

[,Bsa]' ‘
By x B, Fox Fy Agx A

0
is a pullback.

51.2. R. p(S') i.0. p(S).

52.1. R. (h.gLha'.g7l) iw. (globh, T lh") .

52.2. § is only a sub-inductive category ; however the preceding results
may still be applied to it (cf. Comments 31.1 and 50.3).

52.3. Add 17 after Proposition .

53.1. A kernel (or equalizer) k:e->e' of (h,h') is always a p-injection
since p is faithful; it is a p-kernel if p(k) is an equalizer in C of
p(h), p(h') (cf. Comment 41.2).

54.1. Definition 1 means that p creates canonical products; Propositions
1, 2, 4 are well-known properties of products; Proposition 3 is a parti-
cular commutation between initial lifts (since products and p-injec-
tions are initial lifts, cf. /66/ Comment 146.1).

55.1. R. p(,f i.o. P .

55.2+ Structured categories and internal categories:

First remark that the notion given here is stricter than the one de-
fined in /S7/, and it motivated the introduction of sub=-structures.

Let (@', s) be a H-structured category ( more exactly called a p-
structured category later on ). Then s’ is a sub-structure of sXs map-
ped by p on the pullback of (a,B) , so that (cf. Proposition 2-1 in
/109/ ) we have the pullback in H :

s 4 s
r

B, \
s T s

It follows that (G‘, s ) determines an internal category in H (in the

usual sense) with s as its object of morphisms and s, as its object of
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55.2 ..

So

b

objects; indeed, since C'isa category and p is faithful, the identity

and associativity axioms are satisfied. Conversely, let

b
S @S k s,

be an internal category in H; then it «is» a p-structured category iff

its image by p is a usual category, i.e. iff p( k) is the composition of
a category on p(S) with p(a) and p(b) as its source and target;
such an internal category is called a concrete intemal category.

Hence the category of p-structured categories may be identified with
the category of concrete internal categories in H ; if p creates cano-
nical pullbacks, it is equivalent /104/ to the category of all iritemal
categories in .

Charles was motivated to introduce structured categories by the nu-
merous examples (cf. Sections 5-6) he had already met: topological
and differentiable categories or groupoids in /28, 50/ in relation with
Differential Geometry, ordered and local categories at the base of local

structures theory /47, 53, 55/ ; double categories such as the double

category of quartets /55/ and the 2-category of natural transformations
/ 52/ . General theorems on structured categories are given here and in
/66, 100/ ; they are strengthened in /109/ where the 2-category of struc-
tured categories is studied, as well as its enrichments. Completion the-
orems for structured categories may be found in /102/.

In 1966 (cf. /104, 93/ ), Charles considered non-concrete internal
categories, which he named generalized structured categories. He de-
fines them as the models of the sketch of categories op,,, which is
the full sub-category of the opposite of the simplicial category A with
objécts 0,1,2,3: ’

B

PN
0 >~ —
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55.2 ... equipped with the cones

ay v v ©

to be transformed into pullbacks. In /113, 115/ the results of /109/-0on
concrete internal categories are adapted to the general case. In fact,
this theory led Charles to the notion of sketched structures developed
from / 106/ on.

Bénabou used internal categories in the late sixties (unpublished)
and certainly helped to propagate them. Several Theses and papers writ=
ten near us are wholly or partially devoted to structured or internal cat-
egories, e.g. Bourn [13], Conduché [22], Kempf [60], Langbaum [63],
Lellahi [69] , Vaugelade [97] (without mentioning those on examples).

However internal categories, so universally used to-day, seem to be
really of interest to other schools only in the seventies (Gray [39] ,
Diaconescu [26], ...). Though Grothendieck mentions the simplicial
object associated to a category in [42], he prefers to work with -the as-

sociated fibration (called a category object) for avoiding pullbacks.

57.1. R. p¢ 1i.0. P . (Such omissions are no more indicated.)

For internal categories in a category admitting pullbacks, the corres=
ponding result is: Any isomomphism from the object of morphisms of an
intemal category extends into an isomorphism of intemal categories.

58.1+ Topological categories are formally introduced in /50/, along with
the more refined locally trivial categories (cf. Comment 25.1); .in par-
ticular conditions are given there which ensure the groupoid of all iso-
morphisms to be open. Their general theory is developed in /92/; micro-
transitive categories (the map f b (B(f),a(f)) is open) are charac-
terized and equipped with a quasi-uniform structure ( generalizing the
uniformities of a topological group); prolongations of topological and
quasi-topological categories are also considered.

Germs of topological categories and species of structures are studied
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in {29] and in Bednarz [3], with a view to applications in control
theory.

58.2. R. M j.o. & (this is a survival of the notation in /47, 53/ ).

59.1. R. @] io. G,

59.2+ Differentiable categories are formally defined in /50/, where the
groupoid of all isomorphisms is proved to be open.

In a series of short (alas! ) papers, Charles outlined modern foun-
dations for Differential Geometry, based on differentiable categories
and, in particular, on the differentiable category of jets and on its ac
tions /46, 78, 101, 103, 105, 116/. Prolongations of manifolds and of
differentiable actions, higher order connexions and their curvature and
torsion, geometrical objects, Lie derivatives (cf. also the theory of
Lie for differentiable groupoids done by Pradines [85] ) are easily
described in this elegant setting.

It is not possible to mention here all the papers written on this sub-
ject (cf. Volume I-2 of these «Qeuvres»).

Recently, Synthetic Differential Geometry has thrown a new light
on Charles' conceptions, since they are well-suited for generalizations
to topoi (cf. Kock [61], where jets become «maps»). For instance, the
requirement on the source and target of a differentiable category to be
submersions finds its justification: it means that the category «is» an
internal category in the Dubuc's topos [27].

Notice that a and 3 were asked to be submersions for ensuring the
existence of their pullback (and examples proved this condition to be
meaningful). Ngo Van Qué gave a more general definition [80], which
amounts to replacing the category of differentiable maps by its pull-
back completion over Set ; I mention it here, since one of the motiva-
tions for /107/ came from thinking over his definition.

60.1+ A Di-structured category is also called a strictly monoidal category :
the main example is the simplicial category, equipped with the ordinal
sum. The monoidal categories (Mac Lane {71], Eilenberg-Mac Lane
[32]) or multiplicative categories (Bénabou [ 4]) are obtained by a

«laxification» process: More precisely, they correspond to lax functors
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from the sketch of monoids

considered as a discrete 2-category toward the 2-category of categories
(cf. /117/). Similar «laxifications» lead from 2-categories tobicateg-
ories and from double categories to non-associative double categories
(Bénabou [ 6 1, Chamaillard [20], Moreau [78] ).

60.2. [G] is the category of G-spaces.

60.3. R. €' jo. €

61.1. R. homéomorphisme i.0. automorphisme .

61.2. R. j}7 io. jM7 (ewice).

62.1. R. (Cy) io. Cf .

62.2. R. Y io. ). .

62.3. 2-categories are those double categories ((‘3',@‘) for which ob-
jects of C' are also objects of €7, so that @00 = e; . They are al-
ternatively defined as categories enriched in the cartesian category of
categories (by the general result of /120/, Appendix). The main ex-
ample is the 2-category of natural transformations /52/, from which
all double categories may be constructed (cf. / 64/, Comment IOS.i ).

64.1. R. ' jo. k-

65.1. This category is already considered in /55/, Appendix. Here again,
it is more intuitive to speak of the horizontal and vertical compositions.

66.1. In agreement with the theory of quotients /66/, «catégorie quotient»
should be replaced by «catégorie quotient strict» .

Cuotient double categories are constructed in / 66/ Corollary Theorem
21-1I, and more general quasi-quotient double categories are describ-
ed in / 100/, Section 8.

67.1. R. isomorphisme i.o. équivalence .

68.1+ Lax transformations :

This remark is very important. Indeed, it leads to a comprehensive

study of lax transformations (in the sense of Kelly-Street [59], called
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pseudo-transformations by Gray [40] and catadeses by Bourn [14]),
which are found in this way when (¢, G") is the double category of
squares of a 2-category (cf. /64/, Comment 105.1).

Thanks to this approach (generalized to multiple categories, as an-
nounced in /117/ Remark 3, page 399), ~we have obtained existence
theorems for general lax limits in /119, 121/. These theorems are so
proved by a short structural proof, which encompasses Bourn, Gray and
Street's results on 2-functors [ 14, 40, 92].

Notice that Charles had already suggested this idea to S. Legrand
who began to develop it [67], but she lacked this meaningful example
to motivate her.

68.2. More strikingly, (Gli %<n is an n-fold category iff (C:’li,@xf) is
a double category forany i < j<n.

Multiple categories are studied in /119, 120, 121/ where in parti-
cular a monoidal closed structure is constructed on the category of all
multiple categories; then it is used to describe the closure functor on
the cartesian category of n-fold categories Gaxn , and several monoidal

closed structures on Gain .

70.1. R. g%f io. g4f.
i i oY
70,2, AT LA is an (n=p )-fold endofunctor of ( )i] ,...,ip;ﬁj<n .
70.3. R. #Id i.0. =1Id.
70.4. R. f'%f io. ' ;f.
70.5+ To construct 92'1 by induction, one has to use the isomorphism
(@ (A,4),T(A,4)) —= o(z(4,4),0(4,4)) oA, A)?
Q:(é"q',q=§) l‘* (é',D'BE(Q),D'aB(Q),é),
where 'a®, '8B® :m(A,A)> A are the source and target functors ; this
isomorphism is well defined for any category A.
A simpler construction of the n-fold category C¥ is done page 95.

Cf. also the definition of the functor

Squaren’m:@atn - eaim , for n<m,
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in /120/ : the n-fold category Squaren_l,nem is the same as CB ex-
cept that the first and last compositions are interchanged.
71.1. Cf. Comment 68.1. - We have proved:
-in /119/ that Cf(én,@p) defines the internal Hom on the cat-
egory of all multiple categories,
- in /120/ that the closure functor of the cartesian category eat"
associates to -én > en the r-fold category ?(Dn—en, Gn ), where Dn@n

is the 2n-fold category obtained from Square, 2n@n (cf. Comment 70.5)

by the interchange of compositions
(1,2,.52n) b (1,3,.00, 201, 2,4, ..., 2n).

71.2. They are also structured groupoids in the category of groupoids.
Double groupoids are studied by Brown-Spencer [16] with a view to
applications in homotopy theory ; e.g. they prove the category of crossed
modules is equivalent to a sub-category of the category of double
groupoids.

72.1. A homomorphism between posets is just a monotone map.

73.1. This condition is essential in most applications; however it implies
that there does not exist ordered categories which are monoids; in par-
ticular ordered groups in the usual sense are not ordered categories in
this sense.

Ordered categories and more specially inductive and local groupoids
are studied in a long series of papers, summarized in the «Guide» / 86/ .
More special problems are considered in the Theses of Joubert [57],
S. Legrand [68], Leblond [66] (cf. «Ceuvress Part II).

74.1. This means that a morphism lesser than an identity is an identity
and that a morphism lesser than a composite g.[ is of the form g'.f’
with g'< g, ['<f.

74.2. More precisely, if (€' ,<) is a functorially ordered groupoid and if
e<a(f), there exists exactly one g<f with a(g) = e. Indeed, as

a(f)=f"1.f, there exist

g<f and g'<f-1 such that e=g'.g,
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whence a(g)= e.Now g is unique: if f'<f and a(f’')= e, we have
g.f"1< f. f'1 =B(f), so that g.f"1 is also an identity, and g = f’.

75.1. We need the stronger result indicated in Comment 74.2.

75.2. Read ... A(z'nz")=h(z'nz"), ot z'nz" désigne .

75.3. A weakly sub-inductive susbet A is closed for finite meets and ar-
bitrary joins of families bounded in A

78.1. R. C,< jo. @ <.

80.1. R. f,,8)<f io. [,,8)<f.

80.2. R. f,, i f;, -

80.3. R. (C',<) iwo. (C,<).

81.19 Omit this Proposition 26 bis (in which (Gz,<) is to be read (G.,< ).
Indeed, it is not correct, since (even if C =M )

(i) (fi) = (i, e rxi b fi# il

81.29 The proof is too short: If (€ ,<) is an inductive groupoid, it's still
necessary to prove that (I{) and (I, ) are satisfied. Indeed, with the
notations of (1;), page 76, there exists a morphism g < f with source
alf')na(f"); since al(g)<a(f') and f'= fa(f'), it follows g < f';
also g < f”, whence g< f'nf". But

al f'Nf7)<a(f')na(f")=a(g) implies ['Nnf"<g.
So g =f'Nf", and (1) is satisfied. For (I ), we prove similarly that
Uf; is the unique morphism lesser than f, with source Ua(f; ).

g82.1. R. 1 io. 2.

82.2. Let us prove that, if (@’ ,<) is functorially ordered, then G}/ is
closed by induction. Indeed, let g be an isomorphism and g’'< g; since
since a(g')<af(g), there exists (Comment 74.2) an isomorphism f
such that f< g and a(f)=a(g’). Then g'.f'l is an identity, be-
cause it is lesser than the identity g.g | ; hence g’ = f.

82.3. So p: H >N is a concrete functor creating canonical finite products
and equalizers.

83.1. R. les propositions 5 et 27 i.o. la proposition 5 .

84.1. R. H* i.o. H (this is true, since 4 implies (s,/,5)e " and H
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contains I' ).
84.2, The last two s are upside-down.
84.3. R. xa), i.0. xa)..
84.4. The two s are upside-down.

5. R. ¥ o, F, .
84.5 y 1.0 y
86.1. R. (R), i.0. (R)..
86.2. R. p(s). i.0. p(s)
86.3. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

-Lec | | (K Hry My H be the non-faithful functor mapping
F:(C7,s")» (C" . s") on its restriction Fo:50~ 59

to the objects ; this functor admits a left adjoint. which maps s onto
the discrete structured category (C,s).

87.1. s" is thep-kemel of axE,[SxB: sX3 > sX5.

87.2, R. sX§ j.0. sXs .

88.1. R. k',s’' i.0. k',s".

89.1. R. sous-inductive faible i.0. sous-inductive .

90.1. This « indiscrete» structured groupoid is a cofree object generated by
s with respect to the functor ] :}_((}(' H) 5> H (cf. Comment 86.3).

91.1. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

92.1. This theorem is also valid if p only creates pullbacks (cf. /109/).
It implies that the 2-category of structured categories is representable
(in Gray's sense [39]), and this result still holds for internal catego-
ries in a category admitting pullbacks (/ 115/, [39]).

92.2. G=G(H,H) by definition.

93.1. R. g i.o. sé . We have

p(sy)=UB(f')f"alk)k) | a(f')=B(h)}.

93.2. R. Y8 XL,SBXSa i.o. )’éXL,SéXSa

- Pointwise, we have:

(h',f',f,h)}—%——»(h',/Sf',af,h)}—__—+(h',af,h)|T->
1 02 (13

(ah',af,h)l-73—a—> h.
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93.3. In the case }(((}(' ,}(') ,}() , the proof is more complex because the
undiscrete structured groupoid on s (used in the proof of Theorem 15)
is not ]’(((]‘(',H‘),]‘()—structured. This remark also applies to Theo-
rem 17.

94.1. R. Os i.. Os .

95.1. The last f' is upside-down.

96.1. «Pointwise» we get:

() h) B (f (Bh, b)) 22 (frah )V B3 ((fs f)raf) -

97.1. «Pointwise», these maps are:

(Db B (b () 2 b
bas ([ f k)b ((f" ke [T f)s ([ h)).
97.29 This theorem should read:

Si (€, s) appartient & T((H' e Y (resp. @ }(((}(' ’}(‘)’H|")O)’ il
en est de méme pour (D€ ,0s) et (B8C ,0s) (resp. et aussi pour
(2C ., as))

But (1€ ,3s) may not be H(H',H")structured when (€7,s)
is ( counter-examples exist).

The proof is not evident : Suppose that (@' ,8) is }((H‘ ,}(" }- struc-
tured. To prove the assertion relative to (IIfe.,Ds), the idea is to
lift the following composite in He (bya process similar to the one used
in the preceding proof):

((h"sg"8:h")s (R's["5fsh))
x[B,al?xe
(h*sg'sg:Bh'sahk’,Bh'ah’s " f,h)

(k"’(g"ag')’(g’ag)’(Bf"f')’(Bf’f)’h)
ILXyo'szyé 2%y
(k"’g"g’f"f’h)m(h’7g"f"g'f’h)
<& [,

R I h
<8 S
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(we have omitted the canonical isomorphisms between products).

If (C',s)is (X Hry Ho yescructured, a similar proof only life-
ing the sources in Hec Hr , shows that (BC ,0s) and (J ¢ ,as)
are }(( (}(' ,H' ) ,}(" )-structured.

ON /64/: CATEGORIES STRUCTUREES IHl: QUINTETTES ET APPLICA-
TIONS COVARIANTES.

99.1. This paper lacks an introduction saying that it is devoted to the stu-
dy of an important double category (in fact, the «universal» double cat-
egory, cf. Comment 105.1), which englobes both the 2-category of nat-
ural transformations and the categories of covariant maps between «do-
minated species of structures». An analogous double category is defin-
ed from concrete internal categories.

100.1. R. isomorphe i.o. équivalente .

101.1. A quintet is also called a (down-)square of the 2-category of cat-

egories (defined here after), and drawn
D,

by
F % AF

3

102.1. It would be more intuitive to call this composition the horizontal
one, and to denote it by [0 .

103.1. This composition is more geometrically called the vertical one, and
symbolized by B .

104.1. The following diagram visualizes the proof of these equalities:

Y F1Py(e) Fidy(e)
Fy® ¥ (e) 4 = AR5 F¥y(e) \\Wﬂe)
T, B F (c) ®VF (e) e

105.1+ Characterization of double categories:
Natural transformations and their compositions have been considered

very early (Filenberg-MacLane [32]). In [37], Godement gave his
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105.1 ... five rules of calculus to compose functors and natural transforma-
tions. However it seems that Charles was the first to consider the «per-
mutability axiom» between the two compositions (in /52/ ), which en-
globes Godement's rules and proves that Nisa 2-category (usually
denoted by Cat ); this result was propagated by Bénabou (cf. Mac Lane
[72]).

Now, let K be any 2-category, whose second composition is denoted
by o . Propositions 1, 2, 3, 4 and Theorem 1 are easily adapted replac-
ing Cat by K. Indeed, Proposition 1 means that the category of l-mor
phisms is right and left acting on the class of 2-cells. Theorem 1 says

that the quintets of K, usually called (down-)squares of K and drawn as

A

F'Ay F

]

-

where ¥ : @' F=>F'o® is a 2-cell form a double category G(X), for

the horizontal and vertical compositions

s .

defined as for Q(Cat) = (Q (F),0%(F) (the proof is similar); it
admits K as its greatest sub-2-category.

The double category Q(K) seems to have been introduced by Béna-
bou and Gabriel-Zisman [35] . Its completeness properties are studied
in /117/. It is a double sub-category of the larger double categories
of squares (containing also up-squares) considered by Palmquist [81]
in his study of adjoint squares.

Spencer [91] has characterized the double categories of the form
Q(K) as the double categories D with identical two categories of 1-
morphisms D, equi,pped with a double functor (3 Dy~ D (called a

connection [16]) whose composite with the double frame functor is an
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105.1... identity. In this way, he gets:

PROPOSITION A [91]). The category 2Cat of 2-categories is equival-
lent to the category of double categories with connections (the mor

phisms preserving the connections ).

In /120/ we have given a complete characterization of double cat-
egories, namely:
PROPOSITION B /120/. The functor Q: 2-Cat- ea,tz admits a left ad-
joint Q' and for each double category C, the liberty morphism defines
an isomorphism from C onto a double sub-category of the double categ-
ory of squares Q(Q'(C)).

A. The 2-category Q'(C) has the same vertices S than C ; the 1-
morphisms from S to S' are strings of l-morphisms for each composi-

tion alternately and the 2-cells are classes of strings of blocks of C

linked by their opposite vertices. V

This characterization of double categories has the immediate con-
sequence (pointed out to me by Guitart ) :
PROPOSITION C. The 2-category of categories is a universal 2-category
while its double category of squares { = the double category of quin=~
tets ) is a universal double category.

(Here «universal» is taken in the same sense than in a «universal
covering.)

A.1f K = (K",K°) is a 2-category, the canonical 2-embedding from
K to Cat maps:
- the vertex S on the sub-category So X of K° formed by the 2-ells

with target S in Ke | the l-morphism F: S- S' on the functor

%:SDK—) S'OK:‘P'Q——) FO‘I",
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=i
>
Y

P-xj)

-the 2-cell ¥ : F=> F' on the natural transformation

where ¥ (G)=%Y06 G for each l-morphism G : é—> S.

This embedding extends into a double embedding G(K)-> Q(Cart).
If C is a double category and K = Q' (C) it follows that the composite
CC, Q(K)CT 5 Q(Cat) is an isomorphism from C onto a double sub-

category of Q(Cat).

105.2. This category is defined by the pullback:

¢ y p5(C1hu)
”2‘ Y
e A[il e

1

105.3. R. y'z*(eg'l,u'l) ot py: S;» @l est la restriction de p;,  i.0.

(S o)

106.1. V has not been written, but induced categories and induced struc-

tured categories are characterized in / 66/, Sections 1-4 and I1-4.

106.2. More generally, the category of internal categories in a category

admitting pullbacks admits pullbacks.

108.19 Replace (O £, )g by the double sub-category of [ L. formed by the

squares (F',C*, C, F) where F, F': C> C’.

109.1. T((?) is the same thing as N.

111.1. R. isomorphe i.o. équivalente .
112.1. R, p(F,)™ io. FP

112.2. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

-ﬁ( [‘j'-(]) «s» a sub-2-category of Q([R]}, called the 2-category of H-

structured categories ; it is studied in /109/.

112.3. We recall (c¢f. /63/, I-2) that the symbol (@,77,5) represents the

hypermorphisms functor associated to 7.
The category of covariant maps is already defined in /47/. Charles
thought this notion very important, because it gives a precise meaning

to the notions of covariants and invariants in Differential Geometry.
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112.4, This is the first instance where a «change of universe» occurs so
that fm(') be an element of mo (though it is not necessary that mo and
m(') be universes).

113.1. R. isomorphe i.o. équivalente

114.1. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

114.2. R. isomorphe i.o. équivalente .

1143+ If K is a category, the category of quintets

K

¢ = F
(% ! 4

)
is called the diagram category of X . Guitart [44] has shown how this

category plays the role of a «power-category» vz. the category of cat=
egories. Moreover, in Guitart-Van den Bril [45], it is proved that it is

the category of 1-morphisms of the «universal» lax-cocompletion of X.

114.4. The definition of Cf‘(y ,K) is not clear enough ; the idea was to take
all the covariant maps with respect to (y ,K) between species of struc-
tures dominated by any sub-category of K. However, the dominating
sub-categories should then intervene in the morphisms, while the data
(¢ ,T) do not precise them. In fact, it is easier to interprete £'(y ,K)
as being the category formed by the pairs (¢, 7T ), where

é:C > C and T isaquintet (*)
(Comment 114.3) with ® a restriction of ¢ .

115.1. K is the join category of p',p" , which Charles has often used
to reduce adjoint functors to reflections. This method has complicated
several statements about free objects: cf. /66/ and /100/ for instan-
ces of this situation (as well as the fifth Chapter of / 122/ ).

119.1. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

ON /65/ : CATEGORIES STRUCTUREES QUOTIENT.

This Note takes back the main resules of /66/, Part II, with some-

what stronger hypotheses to render the statements more striking. For other
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comments, cf. /66/ .

121.1. This paper is /66/.

121.2. R. fXf(G'*G ) io. f(C *xG ).

121.3. The references are /63, 69, 66/ .

121.49% This condition is not sufficient; the same has to be asked for 3.
However, since p creates concrete equalizers, it is better to replace
this condition 2 by:

2' There exist (s’,y,, s)e X and (s’,yB,s)e K
(then s, is the p-kernel of (s', (s",y, k(G )ss")) ).

122,1. In the definition of a strongly structured homomorphism, the condi-
tion (8, ®*®, s’)e H may also be replaced by (5,P,s)¢ H.

122.2. R. homomorphismes i.o. foncteurs .

123.19 Replace all the line by:
saturé pour rXr et rXr fermée ou r ouverte (resp. supposons rXr fer
mée et s séparée ). Si sXs/pXp estho- .

124.1. Add tels que x'<y'.

ON /69/ : SOUS-STRUCTURES ET CATEGORIES ORDONNEES.

125.1. This notion of injection is improved in /66 / .

125.2. Ordered categories and their specializations, and pseudoproducts
are studied e.g. in /75/. The pseudoproduct was introduced in /53/ for
inductive groupoids (which are characterized by its properties).

For a general theory of ordered categories, cf. the «Guide» /86/,
and these «Ceuvres», Part II.
125.3. R. g i.0. g .
126.1. The fact that C' is a sub-category of C is only used in Proposition

1. The other results remain valid for any sub-class of C.

127.1. R. (p( i.. p(( .

129.1. R. TG’ jio. .G'.

129.2. R. k i.o. k.

131.1. R. injective i.0. biunivoque .
132.1. R. R'). i.0. B’).

132.2. R. €7 io. C' .
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133.1. R. [<f' io. f'<f.
133.2. Frase the last s .

This notion, which generalizes the notion of an inductive category

over another of /53/, is more precisely considered in /75/.

133.3. K. h i.o. h .

135.1+ The motivation for this paper came from the desire of simplifying
and strengthening the results of /63/ Part I. This section proves that
this aim is achieved.

In fact, we have the following relations with the statements of /63 /
(obtained when H is a homomorphisms category over € and the ordered
cate gory (C,<) is inductive): Theorem 1 of / 63/ gives rise to Pro-
positions 1, 4, 9; Proposition 7 to Propositions 2, 3, 5, 5'; Theorem 2
to Theorems 1 and 1'; Propositions 12 and 13 of /63/ to: Propositions
6, 7 and Corollary page 137, Proposition 11 and Corollary page 141.

135.2. They are (more happily ) called sub-preinductive in / 100/ .

138.1. R. (p(h)p(a(h’))) i.o. p(h)p(a(h’)) (the pseudoproduct may
not be associative ).

138.2. They are called sub-inductive in / 100/ .

139.1. R. M jo. M.

140.0. R. k' io. k, .

140.2. R. «,( 1i.0. «{ .

2 i

h'< i.o. 7L'-{p .

141.1.

ON /66/ : STRUCTURES QUOTIENT.

144.1. R. S 0. H .
This condition means that p creates isomorphisms.
146.1+ p-injections and initial lifts :
The fact that K' is a category (and not any sub-class) is only used
in Proposition 1. Later on (K, p }injections are called p-injections.
p-injections are the same as cartesian morphisms (Giraud [36] ) and
as (singleton) initial lifts, while p-surjections are called cocartesian

morphisms or final lifts.

369



COMMENTS ON /66/

p: H> K is said to be K'-spreading /100, 107/ if each p-morphism
k':e>p(s) in K' lifts into a p-injection F': 3> s. Theorems of «uni-
versal» extension of a functor into a spreading functor with the same
target are given in /107/.If K' is formed by all the isomorphisms K%
spreading means creating isomorphisms, and we find anew the enlarge-
ment Theorem (cf. / 63/, Comment 29.2).

More generally, an initial lift for a p-source consisting of a family
of p~morphisms k;: e~ p(s;) is a family of morphisms /;i: §- s, such
that p(’];i) =k, and through which factors uniquely every family of mor-
phisms h;: s'>s; whose images by p factor through the k;'s; for ins-
tance, if the k; 's are the projections of a product, so are the ];i 's.

A functor p for which every p-source admits an initial lift is called
an initial~structure functor {or a topological functor if smallness con-
ditions are added; anyway, we prefer keeping this name for intemnal
functors in the category of topological spaces). The dualization The-
orem then ensures that p is also a final-structure functor. Such functors
have been extensively studied, as well as the «completions» of a func-
tor into an initial-structure functor, e.g. by Antoine [2], Adamek-Herr-
lich-Strecker [1], Brimmer [17], Chartrelle [21], Herrlich [47,48] ,
Hoffmann [52], Porst [84], Roberts [88], Wischnewsky [981, Wyler
[101]. For generalizations, cf. /100/, Comment 212.3.

148.1. R. L} i.o. k)

149.1. More briefly: Proposition 1 implies that /' is a p-surjection, whence
a (K',p J~surjection since p(j')e K' .

149.2. This proposition is a technical result which is essential for the proof
of the important Theorem 14, page 196.

150.1+ It is interesting to see the evolution of ideas from /63/ to /69/
and to this paper, though the three papers were written during the first
semester of 1963: in /63 / p-injections are only defined when pisa
homomorphisms functor equipped with an inductive order on its target;
in /69/, the notion is freed from these conditions, but slightly too lax

if p is not faithful. Here, the «definitive » notion is obtained.
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Propositions 1, 2, 3, 7 and Theorems 1, 2 are the refined dual ver-

sions of Propositions 1, 2, 3, 4, 6and 7 of /G9/.
150.2. Cf. /64/, Section 2.
1510, R. T io. j .
152.1+ Reflections and adjoint functors :

A C'-projection is usually called a reflection into C'. This notion
was discovered by chance while seeking significant examples of surjec-
tions. As we did not know Kan's adjoint functors when this paper was
written, Charles often reduced adjoints to reflections relative to an ad-
equate join category (c