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Eilenberg

THEORIE DES CATEGORIES

introduite en 1945 par

Mac Lane

C'est une mathématique 'relationnelle', 
à la frontière entre mathématique, logique et 

métamathématique. 

Applicationsen Informatique (à partir de 1990), dans les fondements
de la Physique,enBiologie(Rosendès1958), Sciencessociales.

Les SEM utilisent une théorie des catégories 'dynamique',
incorporant le Temps, utilisant les notions de colimites et d'esquisses.

Initialement, liensentre Topologieet Algèbre. Fin '50, rôle unificateuren
Mathématique via l'introduction des foncteurs adjoints et (co)limites
(Kan),des catégoriesabéliennes(Grothendieck),et caractérisationdes
espècesdestructures(C. Ehresmann).
Fin '60 lien avecla Logique: Théoriedes topos (Grothendieck,Lawvere-
Tierney), Théoriedesesquisses(Ehresmann).



OPERATIONS MENTALES   NOTIONS CATEGORIQUES

Distinguer des objets et leurs
interactions

(Multi-)Graphe

Combinaison de relations
Communication, Changement

Catégorie
Système Evolutif

Processus de recollement
Organisation hiérarchique

Colimite
Catégorie hiérarchique

Propriétés émergentes MP (dégénérescence)
Complexification

La théorie des catégoriesrefléchit les opérationsmentales: comparaisons,
synthèse,analyse,classification,optimisation. Etellepermetd'étudier ;

AVANTAGES DE LA THEORIE DES CATEGORIES

Le problème du recollement : comment 'recoller' des objets liés pour
former "un tout qui est différent de la sommede sesparties" ? Quesont
lesinteractionssimpleset complexesentre eux?

Leproblèmede l'émergence: commentmesurerla "complexité"d'un objet et
expliquer l'émergencede nouvellespropriétés entre objets de complexité
croissante?



LesSystèmesEvolutifsà Mémoire(ou MES,Ehresmann& Vanbremeersch,
1987-2007) proposent une méthodologie pour l'étude dynamique de
systèmescomplexesouverts, tels les systèmesbiologiques,cognitifs ou
sociaux,qui sontmulti-échelles,multi-agents,multi-temporalités:

¤ ils ont une hiérarchie de composantsinteractifs qui varient au
coursdu tempset ilsdéveloppentunemémoirerobusteet flexible;

¤ ils sont auto-organiséspar un réseaud'agents'co-régulateurs'de
différentescomplexités,chacunopérantà sonproprerythme;

¤ la dynamiqueglobalerésultede la coopération/compétitionentre
lesdynamiqueslocalesdecesco-régulateurs.

SYSTÈMES EVOLUTIFS À MÉMOIRE

Les MESétudient le systèmedans son 'devenir', de l'intérieur. C'est un
modèlequalitatif, qui n'estquantifiablequelocalement.

Le but est de décrire un I-MES modélisant le 'devenir' du 
système immunologique avec son organisation globale.



GRAPHES ET CATEGORIES

Un (multi-)graphe (orienté) G est
formé d'objetsA,B,Χ, et de flèches
(ou liens)f: AҦBentreeux.
Chemin de G = suite de flèches
consécutives.

Catégorie = graphe où tout
chemin (f, g) a un composéfg, la
composition étant associativeet
tout objet ayantuneidentité.

Chemins fonctionellement équi-
valents<--->mêmecomposé.

idA

Un foncteur d'une catégorie C vers une catégorie C' est un homomorphisme 
de graphes préservant la composition et les identités.



" The language we propose incorporates most of the biological concepts

generally accepted by biologists: entities, processes, states and transitions "

(Thomas-Vaslin).

ONTOLOGIE SOUS-JACENTE A I-MES

I-MESétudiedynamiquementle 'devenir' le systèmedanssonintégralité.
Les"entities" correspondent: (i) auxcomposantsmodélisantlesmolecules,
organites, cellules, clones, organes du SI (thymus, moëlle, organes
lymphoïdes,Χ) ; et (ii) aux liens modelisant leurs interactions. Les
"transitions"indiquent le changementd'étatsd'uneentité entre 2 instants;
les"processes" correspondentauxprocéduresà la basedecechangement.



Lefait que lescomposantsdu SIvarientaucoursdu tempsentraînequ'il
n'y a pasd'espacedesphasesfixe, donc ils ne sont pasles trajectoires
globalesd'un systèmedynamique'classique'(e.g. défini parODE).
Lestransitionsde t à t' sontseulementdesapplicationspartielles,qui ne
sont définies que sur les composantset liens qui existaient en t et
existentencoreen t' .

Ainsi I-MESn'est pas globalementun "state-transition system",même
s'il peut agir localementen tant que tel (en particulier sur une courte
périodecorrespondantà la duréed'uneétaped'un agentco-régulateur).

LA DYNAMIQUE DE I-MES

Catégoriquementdans un I-MES, la configuration du système à un
instant t de sa vie est représentéepar une catégorieayant pour objets
l'état de sescomposantsen t et pour flèchesleurs interactions. Et le
systèmeglobalest représentépar un SystèmeEvolutifsur la duréede vie
"Temps"du système. (Formellementc'estun semi-faisceaude catégories
sur la catégoriedéfinissantl'ordre deTemps.)



SYSTÈME ÉVOLUTIF 
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Lesystèmeestmodélisépar unefamille (Ht)tΊ¢decatégoriesconfigurations,
indexéepar le Timelinedu système(endonnantdes"photos"successives).

transition

Lechangementde t à t' > t est représentéparun foncteurpartiel de Ht vers
Ht' dit transition. Lestransitions respectentune condition de transitivité
(foncteurde la catégorieTempsversla catégoriedesfoncteurspartiels).

C

N

N"
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Un composant N du système est une famille maximale d'objets N(t)
connectéspar des transitions; et de même un lien entre composantsest
unefamillemaximalede flèchesconnectéespar transitions.



P

organes

clones

Catégoriehiérarchique:
ses objets sont répartis par
niveauxde sorteque Cde niveau
n+1 soit colimite d'un pattern P
d'objets liés de niveaux < n+1,
signifiantque C'recolle' P et a le
même rôle fonctionnel que P
agissantcollectivement.

Laconfigurationdu systèmeen t est
représentée par une catégorie
hiérarchiqueHt ; sesobjets sont les
états descomposantsdesdifférents
niveaux en t, les flèches (ou liens)
modélisentleursinteractions.
Un objet ou un lien peut être actif
en t ou passif., et un lien a une force
(énergie)en t.

CONFIGURATION DE I-MES EN t

cellules

molécules



RECOLLEMENT PAR COLIMITE

Pattern(ou diagramme) P= sous-graphede la catégorieH. LiencollectifdeP
versA = famillede lienssi: PiҦA corréléspar lesliensdistinguésdeP.
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PadmetCcommecolimite (ou recollement) s'il existeun lien collectif (ci) de
P versCau traversduquel tout autre lien collectif (sI) de P versA factorise
uniquement. Si elle existe, la colimite est unique (à iso près), mais des
patternsnon-isomorphespeuventavoir la mêmecolimite.

Exemple. Unecelluleest colimitedu pattern formé par sesorganiteset leurs
interactions dans la cellule qui varie au cours du temps.. Un clône est
colimitedescellulesqu'il assemble.

ci

niveau n+1

niveauxÒn Pi

Pj

=

H



Le systèmeimmunologiquesatisfait une propriété de dégénérescence:
une cellule peut reconnaître plusieurs antigènes (avec plus ou moins
d'affinité),et un antigènepeut être reconnupardiversescellules.

Siun lymphocyte,disonsT, rencontreun dendrite présentantun antigène
Ag1, sa conformation intérieure commenceà varier ; mais si une autre
cellulelui présentealorsun antigèneA2 pour lequelil a plusd'affinité, il va
'oublier' Ag1 et être activé pour capturer Ag2. Ainsi selon le contexte, le
mêmelymphocytepeut avoirdifférentesconformationsintérieures.

DEGENERESCENCE : COMPOSANTS MULTIFACETTES

Catégoriquement,un composant
avec une telle propriété est dit
multifacettes.

Et l'existencede tels composants
signifie que I-MES satisfait le
PrincipedeMultiplicité MP.

Changement de conformation 
interne d'un même composant

Ag1 Ag2



MP: INDIVIDUATION D'UN COMPOSANT

niveaun+1

Pt

t t' t"
Temps

Qt"

Ct"
Ct'Ct

switch

Q

P

L'organisationinterne d'un composantvarieau coursdu temps. Exemple: un
lymphocyte B est successivementpro-B, pré-B, B immature, jusqu'à B
mémoireou Bplasmocyte.
Un composantCest dit n-multifacettess'il est la colimite (simultanémentou
non) de plusieurspatternsP and Q de niveauxÒn qui sontstructurellement
différentset non bien connectés. AinsiCpeut être activévia chacunede ses
'facettes'. L'existencede telscomposantssignifiequeI-MESvérifeMP.

On montre que MP permet l'émergence de composantsde complexité
croissante, enparticulierpourdeveloperunemémoirerobusteet flexible.

t0

Ct0

P0

niveauÒn

P



C

C'

SiC= colimitePet C'= colimiteP',un lien (P,P')-simplede CversC'recolleune
gerbe de liens entre composantsde P et de P'. Exemple: lien simple entre
l'épitoped'un antigèneet le TCRcorrespondant.

LIENS SIMPLES OU COMPLEXES

P
Pi

Q'

Q

MP permet l'existencede lienscomplexesobtenuspar compositionde liens
simplesrecollant des gerbesnon adjacentes. De tels liens représententdes
propriétés émergeant au niveau de leurs extrémités, non observableaux
niveauxinférieursbienquedépendantde la structureglobaledecesniveaux.

lien complexe

Problème.  Quels sont les liens complexes dans I-MES ? Sont-ils à l'origine de 
maladies auto-immunes et/ou systémiques (e.g. via la 'dual TCR theory) ?



Suppressiond'un composant. Divisiond'une cellule. Formationd'un clône
par prolifération (divisions successives)de cellules d'un type donné.
Formation d'un composant complexe recollant un pattern donné (e.g.
captured'un antigène,recombinaisongénétique,Χ)

Catégoriquement,un processusse ramèneà une suite de procéduresavec
pour objectifs : addition ou suppressiond'une entité, recollement d'un
pattern enunecolimite. Modéliséparunesuitedecomplexifications.

PROCESSUS 

Exemple: Divisiond'unecelluleB : le pattern Pde colimite B s'étend,puisse
divisetandis que l'objet B lui-même 'disparait' et qu'apparaissent2 cellules
'filles' obtenuescommecolimitesdessous-patternsP1 et P2.

Bt Bt'

B

division de B

P P1
P1

P2

P2

Temps



Dansun MES,une transition est engendréepar une suite de procéduresdes
typessuivants: Eliminerun sous-grapheEde Ht, ajouter un grapheA,ajouter
(ou préserversi elle existe)une colimite aux patterns d'un ensembleV. Ceci
estmodélisépar le processusdecomplexification.

COMPLEXIFICATION POUR UNE PROCEDURE

Théorème. Etant donnéune proceduredu type Pr = (E,A, V) sur Ht il existe
une catégorieHt', dite complexification de Ht pour Pr, qui est solution du
problèmeuniversel: 'plonger'Ht moinsEdansunecatégorieHt' réalisantles
objectifsdePr(demanièreoptimale).
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EMERGENCE DE LIENS COMPLEXES

Constructionde la complexification. Eest suppriméainsique les liensayant
une extrémitédansE; A est 'ajouté'. Un cônede basePest ajoutépour tout
P de V, et il est 'forcé' de devenir un cône colimite par itération des
opérations: recollementdegerbes,ajout decomposésdechemins.

F

Ht

cG
cG'

=
cHt'

THEOREMED'EMERGENCE. Par complexificationsitérées, MP conduit à
l'émergencede composantsde complexitécroissanteet de lienscomplexes
entreeux. Unedoublecomplexificationintrodusantdeslienscomplexesn'est
pasréductibleà uneuniquecomplexification.
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AUTO-ORGANISATION : CO-REGULATEURS ET MEMOIRE

I-MESest un systèmemulti-agents dont la dynamiqueest internement
moduléepar la cooperation/compétition entre un réseaud'agentsappelés
Co-Régulateurs,opérantavecl'aided'unemémoirecentraleflexible.
Un co-régulateur est un sous-système évolutif CR qui a sa propre
complexitéet opère par étapesà son propre rythme, selon sa 'fonction'
consistant à réaliser certains processusmémorisés sous la forme de
procéduresdites CR-admissibles.

Exemples. Une cellule peut agir en tant que co-régulateur contrôlant le
processusde division de la cellule. Une cellule présentatriced'antigène
peut être modéliséepar un co-régulateurdont la fonction est de présenter
cet antigène. De même un lymphocyte peut agir via son récepteur
d'antigènepour reconnaîtrecet antigène. A un niveausupérieur,le thymus
agiten tant queco-régulateurpoursélectionnerdeslymphocytes.
Lamémoireestun sous-systèmeévolutif qui contient leslymphocytesBou
T 'mémoire' (capablesde se diviser, cf. Thomas-Vaslin), mais aussi les
procéduresadmissiblesdesdiversco-regulateurs.



UNE ETAPE D'UN CO-REGULATEUR CR

Un co-régulateurCR(e.g. un lymphociteT)opèrepar étapesà sonpropre
rythme. Pendant une étape (de t à t'), il forme son paysageavec les
informationspartiellesreçuesvia les liens (b, c,Χ) versCRactifs pendant
l'étape (e.g. présentationd'antigène). Ce paysageest représentépar un
systèmeévolutif LsurJ= [t, t' [ ayantceslienspour composants.

UneprocédureCR-admissiblePrestchoisiesurL(=>paysageanticipéen t'
= complexification AL' de L pour Pr). La réalisation de Pr peut être
modéliséeparun systèmedynamiquesurJ (state-transitionsystem,ODE)

Ona une fracturepour CRsi l'étapeest interrompueou si le paysageen t'
n'estpas(isomorpheà)AL'.



CR= Complexedu RécepteurT. Le paysagea pour composantsles liens des
différentes molécules arrivant à ce récepteur. Des complexifications
successivespermettent la formation du complexe d'attachement, puis
l'activationtemporairede la cellule.

Extrait de Bouchet & 
Alcover, (M/S 2014)

LA SYNAPSE IMMUNE COMME CO-REGULATEUR



Objectifs
des CR

CR'

CR

Co-régulateurs

Les procedureschoisiespar les différents co-régulateurs à un instant t
entrent en compétition et peuvent être conflictuelles. Eneffet, chacunn'a
qu'une cognition partielle du systèmevia son paysageet il opère selonsa
propre logique. Commetous les co-régulateursdoivent opérer en réseau,
cecinécessiteun processusd'equilibrationentre leursprocedures, appeléle
jeuentreco-régulateurs.

DYNAMIQUE GLOBALE VIA LE JEU DES CO-REGULATEURS

Dynamique 
globale

Jeu des CR 

Ladynamiqueglobalerésultede cejeu qui peut causerdesfracturesà certains
co-régulateurs. Alorsque la dynamiquelocaled'un co-régulateurpendantune
étapeestcalculable,le problèmeresteentier pour la dynamiqueglobale.



CONTRAINTES TEMPORELLES DANS I-MES  

Letempsjoueun rôle essentieldansle 'jeu' entre co-régulateurs.
= A la base,on a le temps continu 'objectif' des horlogesqui permet de
coordonnertout le système.

= Chaqueco-régulateur CR opère
avec 2 temporalités : il hérite du
tempscontinude MES; par ailleurs
il opère par étapes,dont la durée
moyennedeterminesapérioded(t)
en t. Les co-régulateurs peuvent
avoirdespériodestrèsdifférentes.

Tiemps

CR1

CR2

CR3

Toutco-régulateurCRestsoumisà descontraintestemporelles:

p(t) << d(t) << s(t) (lois de synchronicité),: 

où s(t)= pluspetit empande stabilitédescomposantsdu paysagede CRen
t, et p(t) = délainécessairepour la réalisationde la procédurechoisie.
Lenon-respectde cescontraintespeut causerune fractureà CR,ou, si elle
persiste,une dyschroniepouvant nécessiterune dé/resynchronizationpar
changementde la période.



DIALECTIQUE ENTRE CO-REGULATEURS HETEROGENES

Uneaccumulationde changementspour un co-régulateurCRpeut causer
plus tard une fracture à un co-régulateurCR'de période nettement plus
longueCR'. Saréponseest une nouvelleprocédurequi peut serépercuter
à CRen lui imposantuneprocéduresusceptiblede lui causerunefracture.

Exemple: Réplication de l'ADN d'une bactérie ; si des erreurs trop
nombreusesl'arrêtent, la cellulepeut déréprimerle systèmeSOS(Radman,
1975) qui permet de reprendre la réplication, mais peut ultérieurement
imposerunemutation.



CASCADE DE DYSFUNCTIONS

Fracture
pour CR

réparée à 
l'étape suivante

réparée
plustard

fractures pour d'autres 
co-régulateurs

dyschronie
pour CR

re-synchronisation

de CR

Cascade de re-synchronisations
à  différents niveaux

retour au 
normal 

mort

Temps

Application. Théoriedu vieillissementpar cascadede re-synchronisations
par suite de la diminution progressivedesrapportsmoyenss/d et s/p pour
différentsco-régulateursdeniveauxcroissants(EV1993).

Le non-respect des loisde 
synchronicitéconduit à des boucles

de dysfonctionsentre niveaux



Jeudesco-régulateursentre le réseaucentral'auto-réactif' (co-régulateur
CR)et le réseau'périphérique'du réseauidiotypique. Laconnectivitéde
CRpeut réguler la partie périphériquemoins connectée. Des fractures
surviennentsi la connectivitédeCRdiminue.

Thomas-Vaslin 2015
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